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One introduces first a probability distribution of LBvy process with no negative jumps and conditioned to be 
positive. With this distribution the process is decomposed at its minimum value. This result is then applied to 
describe the excursion measure of the reflecting initial Lkvy process. 

KEY WORDS: Spectrally positive Levy processes, conditioning, decomposition of trajectories, reflected 
processes 

1. INTRODUCTION 

Une des nombreuses manibres de relier le processus de Bessel de dimension 3 au 
mouvement brownien est de conditionner ce dernier a rester positif. On obtient ainsi la 
loi d'un processus de Bessel de dimension 3 mais un tel conditionnement ne peut pas 
avoir de sens probabiliste classique en raison des oscillations vers - co du mouvement 
brownien qui rendent ntgligeable l'kvenement "rester positif". I1 a donc Ctt introduit 
par Doob [9] comme le h-processus associk a la fonction surharmonique positive 
h(x) = x, x E R+ . Ces considtrations s7Ctendent a d'autres processus de Levy et notam- 
ment, dans une premiere partie, nous construirons la loi d'un processus de Levy 
spectralement positif (sans saut nkgatif) conditionne a rester positif. Sous ces hypothe- 
ses, les fonctions surharmoniques auxquelles on a recours prennent une forme explicite 
permettant ainsi de mettre en evidence le lien qui existe entre le conditionnement au 
sens probabiliste et la thtorie des h-processus par des convergences en loi. 

Nous nous interesserons dans une seconde partie a la decomposition trajectorielle 
du processus ainsi conditionne. Les travaux de Williams [24] ont montrk que le 
processus de Bessel de dimension 3 issu de x > 0 possede, avant son minimum, la loi 
d'un mouvement brownien issu de x et apres son minimum celle d'un processus de 
Bessel de dimension 3 issu de 0. Cette relation de dualite entre processus initial et 
processus conditionne a rester positif se verifie encore dans le cas plus general des 
processus de Levy spectralement positifs. C'est du moins ce que nous montrerons en 
faisant appel en particulier aux travaux de Millar [18] decrivant la loi des processus 
markoviens conditionnellement a leur minimum. 

Une autre application du conditionnement a rester positif sera de decrire la mesure 
des excursions du pracessus de Levy spectralement positif reflechi. Nous retrouverons, 
entre autres, l'analogue d'un theoreme de Bismut [6] qui presente cette mesure 
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2 L. CHAUMONT 

dans le cas du mouvement brownien en fonction de la loi du processus de Bessel de 
dimension 3. 

Je tiens a remercier Jean Bertoin pour toutes les discussions que nous avons eues au 
cours de ce travail et qui m'ont etC t r b  utiles. 

Nous nous sommes contentes pour la plupart des rksultats suivants de donner leur 
principale reference. 

Soit R l'espace des trajectoires c.a.d.1.a.g. w: [0, co)+ R u  { G )  de temps de vie 
[(w) = sup{t: w, # 6) ou 6 est un etat cimetikre. Sur R, X sera le processus des 
coordonnees, 8 l'operateur de shift usuel et k l'operateur de meurtre defini par, 

et - X designerons respectivement les processus du maximum et du minimum dtfinis 
pour tout t < 5 par, 

x, = sup{X,: 0 d s < t), 
X ,  = inf (X,: 0 < s Q t). - 

On notera p le dernier temps ou X atteint son minimum, z, le premier temps d'entree de 
X dans un borelien A de R et a, le dernier temps de sortie de A, 

p = sup {s < i :  X, = X,), 

avec pour conventions, 

R sera muni de la topologie de Skohorod, de sa tribu borelienne 9 et de sa filtration 
naturelle (F,),,,. Une mesure de probabilite P sur (R, F) est la loi d'un processus de 
Levy si le processus canonique X sous P (nous le noterons (X, P))  est a accroissements 
independants et stationnaires avec de plus, P(X, = 0) = 1. Pour tout X E  R, on note P, 
la loi sous P de X + x et pour tout temps aleatoire T, on note P T  la loi de Xok, que 
nous appellerons le processus tue au temps T. Lorsque I est un intervalle de R et xe I, 
on simplifiera la notation PYc par Pf;. Rappelons que 0 est dit regulier pour un borelien 
A sous P si P(T, = 0) = 1. Enfin, (X, P) est dit spectralement positif s'il ne possede pas de 
saut negatif, nous le noterons communkment p.L.s.p. 
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4 L. CHAUMONT 

Les rksultats qui vont suivre ntctssitent l'expression suivante dCle A Takacs [23] et 
Emery [ l o ]  (voir aussi Rogers [20])  de la probabilite de sortie d'un ensemble [a, b), 
a<O<b.  

'('fb, rn, > 'a) = 
W ( b )  

W ( b  - a)' 

ou West une fonction definie sur [0, co), continue, strictement croissante, appelte 
fonction d'kchelle et dont la transformte de Laplace est, 

Le theoreme suivant est fondamental pour la suite, on pourra en trouver une 
demonstration dans Bingham [ S ] .  I1 decrit la loi de tout p.L.s.p. en des temps 
exponentiels independants comme une conskquence de la factorisation de Wiener- 
Hopf et des identites de Spitzer-Rogozin. 
T ~ O R E M E  1 Soit ( X ,  P) un p.L.s.p, et e une variable altatoire indtpendante qui suit une 
loi exponentielle de paramdtre 1. Pour tout E > 0, les variables altatoires X,,, et 
( X  - X),,, sont indtpendantes et, 

1- --X,,, suit une loi exponentielle de paramdtre a(&). 
2- ( X  - X),,, suit une loi notte q,(dx) sur R + dont la transfosmte de Laplace est, 

2- I1 rtsulte de 2- et de ( 6 )  que la mesure (@(&)/&)q,(dx) converge ttroitement vers la 
mesure d W ( x )  lorsque E 10. 

Remarquons que ( X ,  Pet') est stable par retournement du temps et donc, dam 
l'enonck prkcedent ( X  - X) peut &re substitue a - Xeta et x,,, a ( X  - X),,,. Ainsi, on 
tire de ce theoreme une constquence due A Rogozin [21] sur la rtgularitk de 0. 

COROLLAIRE 1 (Rogozin) Si (X, P )  est un p.L.s.p. alors, 

1- 0 est rdgulier pour (- oo, 0), 
2- 0 est rtgulier pour (0, co) si et seulement si a, > 0 ou JAz.rr(dz) = + co. 

3. PROCESSUS CONDITIONNE A RESTER POSITIF 

Le processus de Bessel de dimension 3 a ete construit par McKean [16] comme le 
mouvement brownien conditionnk A converger vers + co sans atteindre 0. Ce condi- 
tionnement que l'on appelle plus couramment le conditionnement a rester positif 
n'a pas de sens probabiliste direct car l'evenement "rester positif", qui est defini 
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POSITIVE LEVY PROCESSES 

A tout p.L.s.p. (X, P), on associe l'exposant caracteristique $ dkfini par, 

E(exp - zX,) = exp(t@(z)), Rez 2 0. 

$ est alors explicite par la formule de Levy-Kintchine de la f a ~ o n  suivante: 

oh a€ R, a, 2 0 et n est une mesure positive sur R+ appelee mesure de Levy du 
processus (X, P) telle que j,"x2 A ln(dx) < co. 

Par convergence monotone, on dkduit de (1) que 

D'autre part, d'aprks (2), t,b" 2 0. t,b est donc une fonction convexe et t,h1(O) < + co ce qui 
entraine que E(X,) > - co. Nous supposerons de plus que E(X,) < + co. 

Rappelons que le comportement asymptotique des processus de Levy se distingue 
suivant les trois cas exhaustifs suivants: 

- lim X, = + co, P-p.s., (X, P) derive vers + co, 
t + m  

- lim X, = - GO, P-p.s., (X, P) derive vers - co, 
t + W  

- 
- lim X, = + co et lirn K t  = - co, P-p.s., (X, P) oscille. 

t -  m t ' W  

Le comportement d'un p.L.s.p. se deduit alors d'une simple etude de sa fonction 
caracteristique au voisinage de 0. Designons pour ceci par @(0) la plus grande racine 
rkelle de Yequation $(x) = 0 et soit @: [0, co) + [@(O), co) l'inverse de 
$: [@(O), a)--+ [0, co). On peut facilement verifier qu'en l'absence de saut negatif 
x + z -,, x E R+ est un subordinateur dont la transformte de Laplace d'aprb Bingham 
[ 5 ]  est: 

Alors en derivant cette egalite par rapport a x en 0, on conclut que 

- X  derive vers + co si et seulement si @(O) > 0, 
-X derive vers - co si et seulement si @(O) = 0 et W(0 +) < + co, 
-X oscille si et seulement si @(O) = 0 et W(0 + ) = + co. 

I1 vient de (3) et des accroissements independants que (X, P) est une sur-martingale s'il 
derive vers - co, une sous-martingale s'il derive vers + co et une martingale s'il oscille. 
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POSITIVE L ~ W  PROCESSES 5 

formellement par {X, > O), est negligeable lorsque lim,, ,& = - co P-p.s. Ceci 
rend alors impossible le calcul de la probabilite conditionnelle associee. On introduit 
donc la probabilitk Pjlo.Y) = PjP,Y)(.IXl- = y), 0 < x < y qui est la loi sous P, du 
processus conditionne atteindre y avant 0 et tuC lorsqu'il sort de l'intervalle (0, y). I1 est 
facile d b  lors d'obtenir la limite lorsque y tend vers + co de Pjp,y) sur chaque tribu F, et 
de voir que celle-ci constitue la loi conditionnelle cherchee. Notons aussi que Bertoin 
[2] a remarque qu'un conditionnement similaire est applicable a des processus de LCvy 
ne possedant pas de saut positif. 

En presence de sauts positifs, la loi de Xc- est trop complexe pour reproduire ce 
calcul. Cette section sera consacree a introduire un moyen, non moins intuitif, de 
conditionner un p.L.s.p. a rester positif. Remarquons d'abord que lorsque P est la loi 
d'un p.L.s.p. derivant vers + co, le conditionnement a rester positif garde un sens 
naturel. On rappelle que -&, suit une loi exponentielle de parambtre @(O) sous P et en 
appliquant la proprittk de Markov on a pour tout t 2 0 et tout AEF,,  

On trouvera une Ctude plus dktailke de ce cas dans Bertoin [I]. 
Nous nous limiterons par la suite aux p.L .s.p. oscillants ou derivant vers - cc (c'est a 

dire ceux pour lesquels lim,, ,X, = - a). Puisque l'on connait, d'aprbs le theorbme 1, 
la loi de X en des temps exponentiels independants {e/~:  E 2 01, une maniere naturelle 
d'approcher l'evhement {X, 2 0) par des tvbnements de P,-mesure non nulle est de 
considerer {X,,, 2 0) lorsque E tend vers 0. La proposition suivante montre alors que la 
probabilite P;l'(-(Xe,E >, 0) converge en un sens relativement fort vers une mesure de 
probabilite PJ, que nous appellerons la loi du p.L.s.p. issu de x conditionne a rester 
positif. 

Sauf mention du contraire, dans cette partie (X, P,) designera toujours un p.L.s.p. 
issu de x > 0 et tel que lim,,,X, = - co, P,-p.s. 

PROPOSITION 1 Pour tout t > 0 et AEF,, 

ou P? est donnke par: 

(f2,9,(9,)t20,X, Pi) est un processus fortement markovien d'ktat initial x dont le 
semi-groupe de transition est 

D
ow

nl
oa

de
d 

by
 [U

Q
 L

ib
ra

ry
] a

t 2
2:

49
 0

2 
N

ov
em

be
r 2

01
4 



6 L. CHAUMONT 

ou pjO,") de'signe le semi-groupe de transition du processus (X, P,) tue' en son premier 
temps d'atteinte de 0. 

Preuve Puisque X, suit une loi exponentielle de param2tre @ ( E )  sous Pel', on a pour 
tout t 2 0 et tout A E ~ , ,  

et par la proprikte de Markov en t ,  

Enfin sous la condition lim,, , X, = - co on a @(O) = 0, par consequent, 

On en deduit la convergence: 

Posons, 

la loi Pk est alors celle du h-processus associe a la fonction surharmonique h(y) = y, 
ye R+ pour le semi-groupe pjOq"). Et l'on sait dans ce cas (voir Dellacherie-Meyer [7]) 
que (R, 9 ,  (F,),, ,, X, PL) est un processus fortement markovien. rn 

La proposition preckdente introduit le processus conditionni: A rester positif sans 
distinguer le cas oh il derive vers - co sous P, de celui oh il oscille. I1 existe pourtant une 
difference notable concernant la duree de vie du processus sous P I  qui est finie lorsqu'il 
derive vers - co sous P, et infinie s'il oscille sous P,. En theorie des h-processus, ceci 
revient a dire que lorsque X oscille sous P, la fonction h(y) = y, YE R+ est non seulement 
excessive mais aussi invariante pour le semi-groupe pjO."). On le vkrifie en remarquant 
que dans ce cas {X,l(,,o, 9,),,, est une martingale positive sous PjP,"). En effet, nous 
avons dkja remarque en 1- que {X,, F,),, , est une P,-martingale et, par application du 
theoreme d'arrCt, il en est de mCme de {Xp,F,),,,. En l'absence de saut nkgatif, le 
processus (Xp),,, reste positif et sa loi sous P, est la m&me que celle de (Xrl(t<i))t,O 
sous Pp-"'. 
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POSITIVE LEVY PROCESSES 7 

Nous ferons souvent usage de la proposition suivante explicitant le potentiel de 
Green du processus ( X ,  Pi). 

PROPOSITION 2 Pour toute fonction f difinie sur R,, continue et a support compact, 

avec, 

On pose pour la suite (FDJ,(z, < [) = g(x, y). 

Preuue Si e dksigne a nouveau un temps exponentiel independant de (X, P,) de 
parambtre 1 alors pour tout > 0, 

Connaissant d'apr6s le theordme 1 les lois de X,,, et de X+ - Xele, on obtient: 

dont la limite lorsque E 10 en vertu du theorkme 1 est: 

I1 reste le calcul de PJ,(z, < 5). Un resultat de Rogers [19] atteste que 

P,(Il existe t > 0 tel que X ,  > X I -  = 8,-) = 0. 

Autrement dit un saut de X ne peut pas avoir lieu a I'instant oc celui-ci atteint son 
maximum. Cette dernibre proprittt, I'absence de saut negatif et le fait que lim,,,&, = 
- co suffisent a justifier que pour tout y > 0, P,-p.s., sur l'ensemble {z, < 5) on a 
Xry = y. Et puisque les relations donnees en proposition 1 s'etendent d'aprbs 
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8 L. CHAUMONT 

Dellacherie-Meyer [7] a tout temps d'arret de la famille (F,),, ,, il vient, 

d'aprbs le resultat (5) rappel6 dans la seconde partie. 
Voici comme premibre application, un resultat permettant de fixer les idkes sur 

l'allure generale de la trajectoire du processus sous PS, dans les deux cas qui nous 
preoccupent. 
COROLLAIRE 2 SOUS les mi?mes hypothlses qu'en proposition 2, on distingue les deux cas 
suiuants. 

Si X oscille sous P, alors 

P;(X,=x;i= oo; lim X,= +co;X,>O,pour  tout t > O ) =  1 .  
t -m 

Si X ddrive vers - oo sous P, alors 

Remarques 1- Par definition de la loi PL, le processus (X, PL) ne possbde que des 
sauts positifs tout comme (X, P,). De plus, pour tout t 2 0 ,  PS,(X, > X,-) = 0 .  
2- Dans le cas oscillant, on retrouve pour le processus (X, PS,) les mCmes proprietes 
trajectorielles que celles du processus de Bessel de dimension 3 et issu de x. 

Preuve I1 vient de la definition de PS, que PL(X, = x) = 1 et de la proposition 2 que 

1 Pi(z, < 5) = lim PS,(z,,, < [) = lim - = 0. 
n+m n+m nx 

D'autre part, nous avons deja remarque que PS,([ = co) = 1 ou 0 suivant que X oscille 
ou derive vers - co sous P,. 

Enfin, en etendant par densite aux fonctions indicatrices la valeur du potentiel de 
Green connue pour toute fonction continue a support compact (proposition 2), on 
obtient que pour tout y 2 0 ,  
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POSITIVE LI? w PROCESSES 9 

Supposons maintenant que (X, P,) oscille. Lorsque 0 n'est pas regulier pour (0, co) sous 
P, on montre facilement que y est transient (i.e. Pi(ay < co) = 1) et puisque (X, P?J ne 
passe qu'un temps fini dans l'intervalle [0, y], il se trouve que P i  - p.s., il existe t > 0 tel 
que pour tout s > t on ait X, > y. On conclut que lim,,,X, = + m, Pi-p.s. 
Si 0 est kgulier pour (0, m) sous 5' alors notons L le temps local en y de (X, Pi), S 
l'inverse continu a droite de Let p la mesure des excursions hors de y. Soit R(e) le temps 
d'atteinte de (y, a )  par une excursion e. Pour tout t 2 0 on note e, I'excursion entre St- 
et S, alors, 

Donc L, < + co, Pi-p.s. et y est transient. La conclusion est la mCme que dans le cas 
ou 0 n'est pas regulier pour (0, oo) sous P. 

Jusqu'ici, nous nous sommes efforces de faire le lien entre le conditionnement d'une 
mesure de probabilitt au sens de la theorie des h-processus et son conditionnement 
au sens naturel. Ce lien n'est pas toujours aussi etroit comme le montre l'exemple 
suivant. Nous allons associer 21 certains p.L.s.p. derivant vers - m un h-processus 
positif et a duree de vie infinie. Ceci pourra alors &re considere comme une seconde 
manikre de conditionner un p.L.s.p. a rester positif. 

Considerons une loi Q qui fait du processus canonique un p.L.s.p. dtrivant vers + oo. 
On sait qu'alors il existe un unique reel q > 0 tel que EQ(e-qX1) = 1. On peut donc definir 
la probabilitk Q* par la relation: 

Q* est en fait la loi du h-processus associe a la fonction e-qY, YE R qui est harmonique 
positive sous Q. On montre alors qu'il s'agit de la loi d'un p.L.s.p. derivant vers - co. On 
pourra consulter pour ceci les references [8] et [I]. 

Prenons maintenant P = Q* alors la loi *P definie par, 

est celle d'un p.L.s.p. derivant vers + m et verifiant @(O) = q. On dit alors que la loi *P 
est obtenue en conditionnant le processus sous P a deriver vers i- m. 

Tous les p.L.s.p. (X, P) dkrivant vers - m ne posddent pas cette proprietk mais la 
construction que nous venons de faire a partir de Q montre qu'il en existe certains. 
Donnons nous un tel processus (X, P), on peut le conditionner a rester positif en le 
conditionnant d'abord a deriver vers + co comme en (8), puis en effectuant pour ce 
nouveau processus le conditionnement vu en (7). On obtient comme ceci la loi, 
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10 L. CHAUMONT 

du h-processus associk a la fonction e"(0)y - 1, y E R + qui est harmonique positive sous 
PC,"). Remarquons que celle-ci a aussi etC determinee par Silverstein [22] comme l'une 
des deux seules fonctions harmoniques positives associees a PF*"). La loi P i  ainsi 
definie posdde alors de toute evidence la propriete suivante, 

PL(Xo = x; [ = co; lim X, = + co; X, > 0, pour tout t > 0) = 1. 
z+m 

4. D~~COMPOSITION DU PROCESSUS (X, Pi) EN SON MINIMUM 

Nous entendrons par decomposition en son minimum du processus canonique, la 
donnee des deux processus definis sur Q suivants: 

{X,, t < p) = Xok, que nous appellerons le processus pre-minimum, 

{X, +, - X, - , t 2 0 )  = Xo 0, - X, - que nous appellerons le processus post- 
minimum. 

Cette definition n'a d'interet que lorsque le minimum absolu p est presque sfirement 
strictement infkrieur au temps de vie i ce qui n'est pas verifik dans le cas oh (X, Pi), 
x > 0 posskde un temps de vie fini. Nous ne considdrerons done dans toute la suite que le 
cas ou (X, PL) est obtenu en conditionnant a rester positifun p.L.s.p. oscillant. En etendant 
la decomposition de Williams [24] du processus de Bessel de dimension 3 a (X, PL) 
nous montrerons que le processus pre-minimum posskde la loi du processus de Levy 
initial conditionnellement a X,- et que la loi du processus post-minimum est dkfinie 
par la limite en un sens que nous preciserons de Pi  lorsque x tend vers 0. 
Commenqons par donner la loi du processus en son minimum dont vont dependre les 
lois des processus pre-minimum et post-minimum. La seule difficulte concerne le saut 
X, - X,- qui n'existe que lorsque 0 n'est pas rkgulier pour (0, co) sous P. 

PROPOSITION 3 En son minimum, le processus (X, 5'1) a le comportement suioant. 
1- Sous PL, X,- est uniformdment distribute sur [0, x]. 
2- PL(X, = X,-) = 1 si 0 est rdgulier pour (0, a) sous P et 0 sinon. 
3- Si 0 n'est pas rdgulier pour (0, co) sous P alors le saut X, - X, - de (X, Pi) en son 

minimum est indipendant de X, -, sa loi ne dkpend pas de x et est donnee par, 

Nous la noterons v(dz). 
Preuoe 1- se dCduit de la proposition 2, 
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Millar [I81 a montre que les processus pre et post-minimum definis prectdemment 
sont independants sous P;lE pour tout E > 0 (voir aussi Greenwood-Pitman [12] pour 
une approche par la theorie des excursions). I1 apparait aussi dans Millar [I81 que 
P;IE(X, # X,-) = 0 ou 1 suivant que 0 est regulier ou non pour (0, co). Enfin la 
convergence etablie en proposition 1 de P;!&(-(X,_ 2 0) vers Pj, montre que ces 
proprietes restent vraies sous Pj,. 

I1 reste a calculer la loi du saut X, - X, - sous PI. I1 decoule de I'independance des 
processus pre et post-minimum que 

D'autre part, le theoreme 3.1 de Bertoin [4] entraine que sous Peie, le premier saut a 
travers 0, X - XT -, et le saut a l'instant du minimum, X, - X,-, ont m&me loi. 

r0.m) Enfin, il vient de la proposition 1 que la loi de X, - X,- sous P I  est la meme que celle 
du premier saut de X a travers 0 sous P. Or on deduit facilement du corollaire 2 de 
Bertoin [3] que 

11 reste a determiner les lois de Xok, et X.6, - X,- sous PL. Nous verrons que ces 
deux processus, dont nous avons dtja montre qu'ils sont independants (preuve 
precedente), sont aussi markoviens. Le premier posdde pour loi de sortie celle de X,- 
et l'autre pour loi initiale celle de X, - X , - .  La loi du processus prk-minimum 
s'obtiendra en calculant la projection duale previsible de la masse de Dirac en p (c.a.d. 
de la mesure dA, associee au processus A, = l,,,,). Quant a celle du processus post- 
minimum, elleest presque entierement determinee par la proposition 4.1 de Millar [I81 
qui assure qu'il est fortement markovien et donne son semi-groupe de transition. 

Le thtoreme de decomposition suivant est le resultat principal de cette section. On y 
retrouve en particulier la decomposition des processus de Bessel donnee par Williams. 

TH~OREME 2 (X, Pi) admet en son minimum la dtcomposition en les deux processus 
markoviens et independants suiuants, 

1- le processus pre-minimum X o  k ,  qui, sous PI( ,(  X,- = m), a la loi de X ok,, SOUS Px, 
2- le processus post-minimum Xo6, - X,- qui a pour semi-groupe de transition celui 

de (X, PL) et pour loi initiale 6,(dz) ou v(dz) suivant que 0 est rdgulier ou non pour (0, co) 
sous P. Nous noterons sa loi PT. 

Preuue Pour montrer 1- il suffit de calculer EL(H,) pour tout processus previsible 
H. Posons A, = le,,, et notons respectivement "A et AP sa projection optionnelle et sa 
projection duale previsible. On a, 
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12 L. CHAUMONT 

On verifie facilement que {k, Ft, t 2 0) est une PL-martingale locale et puisque AP est 
l'unique processus previsible tel que " A  - AP soit une martingale locale, la projection 
duale previsible de A, est, 

En l'absence de saut negatif on a pour tout u  < x, 

alors par changement de variables, 

ce qui peut encore s'ecrire, 

et montre l'identite en loi enoncee en 1L. 
Le semi-groupe de transition du processus post-minimum se deduit directement de 

la proposition 4.1 de Millar [18], 

oh a, u ~ ( 0 ,  co) et f est une fonction mesurable et bornee . Quant A sa loi initiale, elle est 
Cvidemment donnee par la proposition 3. H 
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POSITIVE LEVY PROCESSES 13 

Interessons nous maintenant au comportement de la loi P! lorsque x tend vers 0. 
Cette derniere n'a pu &re dtfinie en 1- que pour x > 0 et nous allons determiner sa 
limite en 0. Ceci constitue une premiere application de la decomposition en le minimum 
enoncee au theorhme precedent. I1 suffira en effet d'observer que la loi du processus 
post-minimum ne depend pas de x alors que le processus pre-minimum tend a 
disparaitre en un certain sens lorsque x tend vers 0. Le resultat suivant etablit que la loi 
limite cherchee correspond A celle du processus post-minimum, PT. 

TH~OREME 3 Soit {PI, x > 0) la famille de lois construite en conditionnant (X, P,) ci 
rester positif pour chaque x > 0. 

-Si 0 est rtgulier pour (0, co) sous P alors {PL, x > 0) converge au sens de Skohorod 
vers PT lorsque x 10, 

--sinon, pour tout E > 0, la loi du processus (Xo O,, PL) converge au sens de Skohorod 
vers celle du processus ( X O ~ , ,  PT) lorsque x10. 

Preuve Soit (R',Rf, P)  un espace probabilise suffisamment grand pour que l'on 
puisse y definir un processus Y de loi P, un processus Z de loi PT et une variable 
aleatoire y uniformement distribute sur [0, 11 qui soient deux a deux independants. 

Si l'on pose pour tout x > 0, 

alors, d'apres le theoreme precedent, Xx a pour loi PL sous P. On verifie facilement que, 

et par consequent que la loi de Xx converge vers celle de Z dans le cas ou 0 est regulier. 
Si 0 n'est pas regulier, la limite obtenue n'est pas une loi sur CI mais les mCmes 
arguments montrent que pour tout E > 0, la loi de Xxo8, tend vers celle de 208,. 

Remarquons que Bertoin [4] a donne une construction trajectorielle du processus 
(X, PT) a partir du processus de Levy initial. 

Pour completer l'etude de la loi Pr, il serait bon de preciser la loi d'entrte du 
processus (X, Pr). Remarquons d'abord que dans le cas ou 0 n'est pas regulier pour 
(0, m) sous P, celle-ci est entierement determinee par la loi d'entrke des processus 
(X, P;),, et la mesure v qui ne charge que (0, a). Dans le cas regulier, nous allons la 
caracteriser par la loi de Xel, sous Pi pour tout E > 0, ce qui fait appel a la convergence 
etablie au theorlme precedent. En effet, reprenons la formule: 

obtenue dans la preuve de la proposition 2 pour tout E > 0 et toute fonction f continue 
a support compact. Faisons tendre x vers 0 dans cette expression, on obtient: 

D
ow

nl
oa

de
d 

by
 [U

Q
 L

ib
ra

ry
] a

t 2
2:

49
 0

2 
N

ov
em

be
r 2

01
4 



14 L. CHAUMONT 

PROPOSITION 4 Lorsque 0 est rtgulier pour (0, co) sous P, on a pour tout E > 0: 

5. UNE DESCRIPTION DE LA MESURE D'EXCURSION DU 
PROCESSUS REFLECHI X - X 

On s'interesse ici a la description de la mesure 11 des excursions hors de zero du 
processus X - X lorsque (X, P )  verifie les mCmes hypothbes qu'en 4. Une des raisons 
qui motivent cette etude est que 0 est rtgulier pour (- co, 0)  sous P et donc 0 est rtgulier 
pour lui m&me pour le processus X - X. De plus, -X est une fonctionnelle additive 
pourle processus X - X qui croit et ne croit que sur l'ensemble des zeros de X - X, elle 
constitue donc une forme explicite du temps local en 0 de ce processus. Signalons que le 
cas de la mesure ii des excursions du processus - X a deja tte ttudie par Bertoin 121. 
Dans le cas brownien, la mesure 11 qui s'identifie par le theoreme de Levy a la mesure des 
excursions positives a deja fait l'objet de plusieurs descriptions. Parmi celles-ci, citons 
celle d'Ito et Mc Kean [15]  qui identifie 11 a la loi d'un pont de Bessel de dimension 3 
conditionnellement a sa longueur. Un autre exemple est fourni par Williams [24]  qui 
decompose l'excursion generique X - X en son maximum en deux processus de Bessel 
de dimension 3, issus de 0, allant a l'encontre l'un de l'autre et tues lorsqu'ils atteignent 
pour la premiere fois une mCme variable aleatoire independante. Nous nous inspirerons 
dans ce qui suit de la description donnee par Bismut [ 6 ]  de la mesure dt l ( ,  , , ]dd sur 
R + x l2 ou V dbigne le temps de vie des excursions. Cette mesure se decompose en les 
lois de deux processus de Bessel de dimension 3,  issus de 0, independants, allant aussi A 
l'encontre l'un de l'autre et tues lorsqu'ils atteignent pour la derniere fois une mCme 
variable aleatoire independante et distribuee suivant 1(,,o12da. 

I1 est facile de voir que lorsque 0 est irregulier pour (0, a), l'excursion generique du 
processus X -X posdde un saut a l'origine et que conditionnellement a X,  = x, 
la mesure n est egale a PjP-"). Nous ecartons donc ce cas trivial a partir de 
maintenant. 

Par constquent, toute la suite concerne un p.L.s.p. (X ,  P) oscillant sous l'hypothdse que 
0 est rigulier pour (0, co). Nous aurons a etudier des mesures positives, a-finies, non 
neckssairement bornees, auxquelles on devra etendre les quelques notions elementaires 
de probabilites suivantes. 

Soit m une mesure positive, a-finie sur un espace mesurable (E, 8) et (S ,  29,) un espace 
mktrique muni de sa tribu borelienne. 

-On dira qu'une variable aleatoire Y definie sur (E ,b )  a valeurs dans 
(Sn,  g:") n 2 1 ,  a pour loi la mesure positive, a-finie u sur Sn si pour toute fonction f 
borblienne, positive, bornbe definie sur Sn on a, 
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POSITIVE L ~ W  PROCESSES 15 

-Pour tout A E ~  tel que 0 < m(A) < cc et tout BE&, on notera m(B n A)/m(A) par 
m(BI A). On notera aussi m(., A)  la mesure m(B, A)  = m ( B n  A)  et pour toute variable 
altatoire reelle positive Z definie sur (E,  8) on notera m(.Z)  la mesure m(.Z) = f,.Zdm. 

Considerons d'abord la mesure !,"at P' sur R+ x R que les definitions prkcedentes 
permettent d'interpreter comme la loi PT de X tue en un temps T independant et 
distribue suivant la mesure de Lebesgue sur R+ et introduisions pour tout t > 0, 

ainsi que la transformation 8' definie par, 

Avec ces notations, la decomposition en son minimum du processus canonique X sera 
representee par le couple de variables aleatoires ( X  0 kg<, X o elg<) defini sur R. 

On rappelle que Pf,' designe la loi sous PT du processus canonique X tut au temps t et 
Son notera V la durte de vie de Sexcursion generique. 

T H ~ O R ~ M E  4 SOUS la mesure j: dt P' le couple (XOkgi, XoBgI) a pour loi, 

De plus, 

Preuve Soient F un processus previsible, positif et H une fonctionnelle mesurable, 
positive alors, 

- X  est le temps local en 0 de X - X. F est donc un processus previsible pour la 
filtration engendrke par X - & et l'expression prtcedente vaut en vertu de la formule de 
Maisonneuve. 

d'od la loi de ( X 0 k , ~ , X o 8 $ ~ )  SOUS la mesure 1," dt Pt. 
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16 L. CHAUMONT 

D'apres cette derniere relation, pour tout x > 0 et A > 0, 

alors, 

Enfin, on deduit du theoreme de convergence 3 que 

On peut considerer abusivement que les lois J , " ~ X P ( - ~ , ~ )  et J;dt  PT,'(,) decrivent le 
processus canonique X sous J,"dtPt respectivement avant et apres son minimum. 
Toutefois il ne s'agit pas des lois des processus prt-minimum et post-minimum, celles-ci 
etant en rkalite des mesures qui ne sont pas a-finies. Pour rendre la description du 
theoreme 5 plus claire, nous allons exprimer la mesure 1," dt PT3'((;i) en fonction de la loi 
de sortie du processus tout comme pour f , " d x ~ ( - ~ , ~ ) .  NOUS verrons au lemme 2 qu'il 
s'agit de (X, P T )  tub au dernier temps d'atteinte d'une variable aleatoire independante et 
distribuee suivant la mesure d W(x).  

Commen~ons par definir la loi de (X, P T )  conditionne i3 atteindre un Ctat x > 0 et tuC 
au dernier temps oh il l'atteint. Une maniere rigoureuse de le faire est d'etablir cette loi 
comme un h-processus associe a (X, PT) x X>O.  

LEMME 1 Pour tout x>O, sous la loi conditionnelle PT(.Jz, < co), le processus 
canonique X tuC au dernier temps ou i l  atteint x (i.e. X o kg%) est fortement markovien avec 
pour semi-groupe de transition, 

et pour Ctat initial 0. Nous noterons PT,gx la loi de ce processus. 
Rappelons que la fonction g a ete definie par g(z, x )  = PI(r, < co) et a ete calculee en 

proposition 2. 

Preuve Elle repose presque entierement sur les travaux de Meyer, Smythe et Walsh 
[17]. Pour tout x > 0, cr, est un temps cooptionnel et {X,, t < a,} est un processus 
markovien sous Pt qui a d'aprbs ([17], theoreme 2.1) pour semi-groupe de transition, 
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POSITIVE L ~ W  PROCESSES 17 

(car g(z, x) = Pi(7, < co) = Pi(a, > 0) est la fonction excessive associee au temps ox) et 
pour loi initiale, 

Ici, Wd designe la derivee a droite de Wet la quantite z Wd(z)/W(z) correspond au calcul 
de PT(z, < a). 

Le fait de remplacer la loi P f  par la loi PI(-(z, < co) = Pf(.lc~, > 0) dans le calcul 
effectue en (1171, theoreme 2.1) ne change rien au semi-groupe de transition du 
processus X o kax mais on verifie facilement que sa loi initiale devient cO(dz). 

LEMME 2 Sur (Q, P), la mesure j,"dtPT,'($) prend la forme suivante, 

Preuve I1 suffit de montrer que pour tout t 2 0, A , E ~ ~  et h continue a support 
compact, 

Soient f ,, f,, . . . , f,,, n fonctions positives, mesurables et bornees telles que fi(6) = 0 
pourtout i , O < i < n e t O , < t 1 < t t , , < ~ ~ . < t , = t a l o r s ,  

Par application de la propriete de Markov, ceci vaut, 

ou encore, d'apres la proposition 2, 
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18 L. CHAUMONT 

Enfin, compte tenu de l'egalitt ( t  < o x )  = {zxo9,  < co) on obtient, 

car PFPT(zx < co) = x W d ( x ) /  W ( X ) .  rn 
Remarques 1- On deduit d'un resultat de Getoor ([I l l ,  theoreme 8.1) que la 

mesure p determinee par, 

est invariante pour le processus rkfltchi X - X. Le theorbme 4 et le lemme 2 montrent 
que celle-ci n'est autre que la mesure d  W ( x )  et son invariance pour le processus rtflechi 
est mise en evidence par le theoreme 1,3L 
2- Du lemme 1 et du theorerne 4, on deduit maintenant la loi du couple (Xokgi,  X  0 0 ; ~ )  
sous la forme, 

ce qui avait deja ete calcult dans le cas brownien par Bismut ( [ 6 ] ,  theoreme 2.16). Voici 
un autre prolongement d'un resultat de Bismut ( [ 6 ] ,  thkordme 1.2), il donne la loi du 
processus d'excursion decompose en un temps distribuk suivant la mesure de Lebesgue 
sur l'intervalle [0, V ( w ) ] .  

THEOREME 5 Sous la mesure l ( ,  ,,, , ( , , , d t~ (do)  les processus ( t ,  w )  + wo k,et ( t ,  w )  -t 
000 ,  dtjinis sur R+ x R sont indtpendants conditionnellement a w ,  et le triplet (wo k,, 
a,, 0 0 9 , )  a  pour loi d  PT*"x 8 d  W ( x )  8 dPF9") sur R x R + x R. 
Lorsqu'il a etudie le cas du mouvement brownien, Bismut a tenu compte en plus d'une 
relation entre mouvement brownien et processus de Bessel de dimension 3 au moyen du 
retournement du temps, ce qui n'est pas verifie dans notre cas. Plus prtcisi.ment, il 
obtient que la loi du triplet (wok,,  a,, 6 0 kt)  est d  PT>Ox 8 d  W ( X )  8 d  Pt,Cx, ou 6 designe 
la trajectoire w retournee en son temps de vie. Ainsi, la loi cles excursions du processus 
reflechi n'est plus exprimee qu'en fonction de celle du processus de Bessel. 

Preuve Soient H et H' deux fonctionnelles positives, mesurables sur Cl et f une 
fonction positive, mesurable definie sur R. Par la proprietk de Markov de la mesure 
d'excursion on a, 
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POSITIVE LEVY PROCESSES 

Par le lemme 1 et le theoreme 5 ceci est egal a, 

Notons pour terminer une description de la mesure $ 1 ( , ,  ., du processus d'excursion 
tub en un temps t < V sous 2.  En reprenant la preuve du thCorbme 5, on montre que 2' 
est une mesure finie sur { t  < V )  et vaut pour tout t > 0, 

En particulier, on a, 

P x  nt(t < V )  = lim -(t < z ~ )  = q ( t )  - 
x-0 x 

ou cp  est une fonction positive definie sur iW + dont la transformke de Laplace est donnee 
pour tout a > 0 par, 

Rappelons que t + z-, est l'inverse du temps local en 0 du processus X - X. Le second 
membre se calcule alors par la formule exponentielle de la thkorie des excursions (Ito 
[ 1 4 ] )  et d'apres (4), 

exp (tg(e-"' - 1 ) )  = E(exp ( - az - , ) ) ,  t > 0 

= exp ( - tiD(a)). 

COROLLAIRE 3 Pour tout t > 0, et toute fonctionnelle H Fr-mesurable dtjinie 
sur R, 

nr(H 1 t < V )  = lim IE;(H 1 t < 7 , )  = - IE - 
x+o 

Remarque Lorsqu'il s'agit du mouvement brownien, la mesure ;'(.It < V )  corre- 
spond a la loi du meandre brownien entre 0 et t. Ce rksultat s'apparente alors A celui 
d'Imhof [13] reliant la loi du meandre brownien a celle du processus de Bessel de 
dimension 3 et issu de 0. 
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20 L. CHAUMONT 
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