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One introduces first a probability distribution of Lévy process with no negative jumps and conditioned to be
positive. With this distribution the process is decomposed at its minimum value. This result is then applied to
describe the excursion measure of the reflecting initial Lévy process.
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1. INTRODUCTION

Une des nombreuses maniéres de relier le processus de Bessel de dimension 3 au
mouvement brownien est de conditionner ce dernier a rester positif. On obtient ainsi la
loi d’un processus de Bessel de dimension 3 mais un tel conditionnement ne peut pas
avoir de sens probabiliste classique en raison des oscillations vers — co du mouvement
brownien qui rendent négligeable I'événement “rester positif”. Il a donc été introduit
par Doob [9] comme le h-processus associé a la fonction surharmonique positive
h(x) = x, xeR . Ces considérations s’étendent & d’autres processus de Lévy et notam-
ment, dans une premiére partie, nous construirons la loi d’un processus de Lévy
spectralement positif (sans saut négatif) conditionné a rester positif. Sous ces hypothe-
ses, les fonctions surharmoniques auxquelles on a recours prennent une forme explicite
permettant ainsi de mettre en évidence le lien qui existe entre le conditionnement au
sens probabiliste et la théorie des h-processus par des convergences en ioi.

Nous nous intéresserons dans une seconde partie a la décomposition trajectorielle
du processus ainsi conditionné. Les travaux de Williams [24] ont montré que le
processus de Bessel de dimension 3 issu de x > 0 posséde, avant son minimum, la loi
d’un mouvement brownien issu de x et aprés son minimum celle d’un processus de
Bessel de dimension 3 issu de 0. Cette relation de dualité entre processus initial et
processus conditionné a rester positif se vérifie encore dans le cas plus général des
processus de Lévy spectralement positifs. C’est du moins ce que nous montrerons en
faisant appel en particulier aux travaux de Millar [18] décrivant la loi des processus
markoviens conditionnellement a leur minimum.

Une autre application du conditionnement & rester positif sera de décrire la mesure
des excursions du processus de Lévy spectralement positif réfléchi. Nous retrouverons,
entre autres, 'analogue d’'un théor¢me de Bismut [6] qui présente cette mesure
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dans le cas du mouvement brownien en fonction de la loi du processus de Bessel de
dimension 3.

Je tiens a remercier Jean Bertoin pour toutes les discussions que nous avons eues au
cours de ce travail et qui m’ont été trés utiles.

2. RESULTATS PRELIMINAIRES

Nous nous sommes contentés pour la plupart des résultats suivants de donner leur
principale référence.

Soit Q Tespace des trajectoires c.d.d.ld.g w:[0,c0)>RuU{d} de temps de vie
{(w)=sup{t:w,# 3} ou & est un état cimetiére. Sur Q, X sera le processus des
coordonnées, 6 'opérateur de shift usuel et k 'opérateur de meurtre défini par,

Xk(w)=X[w) si s<t
X (k(w))=46 si s>t

X et X désignerons respectivement les processus du maximum et du minimum définis
pour tout t < { par,

X,=sup{X,;0<s<t},
X, =inf{X;:0<s<1}.

On notera p le dernier temps ou X atteint son minimum, 7, le premier temps d’entrée de
X dans un borélien 4 de R et o, le dernier temps de sortie de A4,

p=sup{s<{X;=X]},
1,=inf{s > 0: X €A},
o,=sup{s<{:X,eA}

avec pour conventions,

inf{@} =40 et sup{PF}=0.

Q sera muni de la topologie de Skohorod, de sa tribu borélienne & et de sa filtration
naturelle (#,),5,. Une mesure de probabilité P sur (Q, #) est la loi d’'un processus de
Lévy si le processus canonique X sous P (nous le noterons (X, P)) est & accroissements
indépendants et stationnaires avec de plus, P(X, = 0) = 1. Pour tout xe R, on note P,
la loi sous P de X + x et pour tout temps aléatoire T, on note PT 1a loi de X ok, que
nous appellerons le processus tué au temps T. Lorsque I est un intervalle de Ret xel,
on simplifiera la notation P par PL. Rappelons que 0 est dit régulier pour un borélien
A sous P si P(r,, = 0) = 1. Enfin, (X, P) est dit spectralement positif s’il ne posseéde pas de
saut négatif, nous le noterons communément p.L.s.p.
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Les résultats qui vont suivre nécéssitent I'expression suivante diie a Takacs [23] et
Emery [10] (voir aussi Rogers [20]) de la probabilité de sortie d’un ensemble [a, b),
a<0<b

[P(r[b‘w) >1)=

)

ou W est une fonction définie sur [0, c0), continue, strictement croissante, appelée
fonction d’échelle et dont la transformée de Laplace est, '

* —ay —L
L e"W(y)dy = 0o o> ®(0). (6)

Le théoréme suivant est fondamental pour la suite, on pourra en trouver une
démonstration dans Bingham [5]. Il décrit la loi de tout p.L.s.p. en des temps
exponentiels indépendants comme une conséquence de la factorisation de Wiener-
Hopf et des identités de Spitzer-Rogozin.

THEOREME 1 Soit (X, P) un p.L.s.p. et e une variable aléatoire indépendante qui suit une
loi exponentielle de paramétre 1. Pour tout £>0, les variables aléatoires X, et

(X — X),,, sont indépendantes et,
1 — X, suit une loi exponentielle de paramétre ®(c).
2_ (X — X),, suit une loi notée q,(dx) sur R, dont la transformée de Laplace est,

- _ & o
L ¢ “’e(dz)‘s—w(‘a)(‘ (e))'

2_ Il résulte de 2_ et de (6) que la mesure (®(g)/e)q,(dx) converge étroitement vers la
mesure dW(x) lorsque ¢ 0.

Remarquons que (X, P¢?) est stable par retournement du temps et donc, dans
Iénoncé précédent (X — X),, peut €tre substituéa — X, et X, a (X — X),,. Ainsi, on

tire de ce théoréme une premiére conséquence due & Rogozin [21] sur la régularité de 0.
CoroLLAIRE 1  (Rogozin) Si (X, P) est un p.L.s.p. alors,

1_ O est régulier pour (— o0, 0),
2_ 0 est régulier pour (0, o) si et seulement si o, > 0 ou [4zn(dz) = + co.

3. PROCESSUS CONDITIONNE A RESTER POSITIF

Le processus de Bessel de dimension 3 a été construit par McKean [16] comme le
mouvement brownien conditionné & converger vers + oo sans atteindre 0. Ce condi-
tionnement que I'on appelle plus couramment le conditionnement a rester positif
n’a pas de sens probabiliste direct car I’événement “rester positif”, qui est défini
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A tout p.L.s.p. (X, P), on associe 'exposant caractéristique y défini par,
E(exp — zX,) = exp(ty(z)), Rez>=0. 1)

¥ est alors explicité par la formule de Lévy-Kintchine de la fagon suivante:

fvel

Y(z)=az + %aozz + ‘[ (e7* — 1+ zx1, . y))n(dx), 2

0

ou aeR,0,>0 et = est une mesure positive sur R, appelée mesure de Lévy du
processus (X, ) telle que [ x> A 17(dx) < co.
Par convergence monotone, on déduit de (1) que

E(X,) = —ty/(0). 3)

D’autre part, d’aprés (2), " = 0. y est donc une fonction convexe et y'(0) < + oo ce qui
entraine que E(X,) > — oo. Nous supposerons de plus que E(X,) < + 0.

Rappelons que le comportement asymptotique des processus de Lévy se distingue
suivant les trois cas exhaustifs suivants:

—lm X,= + 00, P-—ps, (X,P)dérive vers + oo,

t= o0

—Ilim X, = — o0, P-—ps, (X,P)dérive vers — oo,

t— o

—limX,=+o0w et limX,=—ow, P—ps, (X,P)oscille.

t— oo t— w0

Le comportement d’un p.L.s.p. se déduit alors d’'une simple étude de sa fonction
caractéristique au voisinage de 0. Désignons pour ceci par ®(0) la plus grande racine
réelle de léquation Y(x)=0 et soit ®:[0,00)—[®(0),0) linverse de
W [®(0), c0) - [0, 0). On peut facilement vérifier qu'en I'absence de saut négatif
x—1_,,xeR, estunsubordinateur dont la transformée de Laplace d’aprés Bingham
[5] est:

E(exp(—ar_,)) =exp(—xP(a)), x=0. 4)
Alors en dérivant cette égalité par rapport 4 x en 0, on conclut que
— X dérive vers + oo si et seulement si ®(0) > 0,
— X dérive vers — oo si et seulement si ®(0) =0 et O'(0 +) < + o0,

— X oscille si et seulement si ®(0) =0 et ®'(0+) = + co.

I1 vient de (3) et des accroissements indépendants que (X, P) est une sur-martingale §’il
dérive vers — oo, une sous-martingale s’il dérive vers + co et une martingale §’il oscille.
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formellement par {X > 0}, est négligeable lorsque lim, X ,= —o P—p.s. Ceci
rend alors impossible le calcul de la probabilité conditionnelle associée. On introduit
donc la probabilité PO =PO(-|X,_=y), 0<x<y qui est la loi sous P, du
processus conditionné a atteindre y avant O et tué lorsqu’il sort de I'intervalle (0, y). Il est
facile dés lors d’obtenir la limite lorsque y tend vers + oo de P{%¥ sur chaque tribu %, et
de voir que celle-ci constitue la loi conditionnelle cherchée. Notons aussi que Bertoin
[2] a remarqué qu’un conditionnement similaire est applicable a des processus de Lévy
ne possédant pas de saut positif.

En présence de sauts positifs, la loi de X,_ est trop complexe pour reproduire ce
calcul. Cette section sera consacrée a introduire un moyen, non moins intuitif, de
conditionner un p.L.s.p. & rester positif. Remarquons d’abord que lorsque P est la loi
d’un p.L.s.p. dérivant vers + oo, le conditionnement a rester positif garde un sens
naturel. On rappelle que — X suit une loi exponentielle de paramétre ®(0) sous P et en
appliquant la propriété de Markov on a pour tout ¢ > 0 et tout Ae #,,

1 — ¢~ %0%

1 — ¢~ 0O
PAX,>0)= uz;ovw)<1A.——~>. ™

On trouvera une étude plus détaillée de ce cas dans Bertoin [1].

Nous nous limiterons par la suite aux p.L .s.p. oscillants ou dérivant vers — oo (c’est &
dire ceux pour lesquels lim, , , X, = — 00). Puisque I'on connait, d’aprés le théoréme 1,
la loi de X en des temps exponentiels indépendants {e/e: ¢ > 0}, une maniére naturelle
d’approcher I'événement {X > 0} par des événements de [P,-mesure non nulle est de
considérer {X ,, > 0} lorsque & tend vers 0. La proposition suivante montre alors que la
probabilité P¢*(-| X, > 0) converge en un sens relativement fort vers une mesure de
probabilité P! que nous appellerons la loi du p.L.s.p. issu de x conditionné a rester
positif.

Sauf mention du contraire, dans cette partie (X, P,) désignera toujours un p.L.s.p.
issu de x > 0 et tel que lim,_, X, = — oo, P,—p.s.

t— o0

PROPOSITION 1 Pour tout t >0 et AeF,,

P(A, t < (X > 0) "D PUAE< )

efe
ou P! est donnée par:

1
PLAt<)= p EQ X, 10y <)

(O F (F )0, X, PL) est un processus fortement markovien d’état initial x dont le
semi-groupe de transition est

z
ptT(y’ dZ) = ;P}o’m)(ya dZ),
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ou p{®®) désigne le semi-groupe de transition du processus (X,P,) tué en son premier
temps d'atteinte de 0.

Preuve Puisque X suit une loi exponentielle de paramétre ®(¢) sous P*”, on a pour
tout t > 0 et tout Ae &£,

P;/S(A,t<é’|£4_>0)=1 Pile(A5t<C,£g_>0)

e %0x

et par la propriété de Markov en ¢,

Ee5(X,°0. > 0| F
PeR(A t < (| X,_ >o)=[E;/E<1A1(,<,M 2 X020 ’)>

1 . e—@(e)x
1 — e~ POIXe
= |Ex<]'A1{t<m efe} - @ .
nelel | g @@
Enfin sous la condition lim,_, , X, = — o0 on a ®(0) = 0, par conséquent,

1 - e_¢(£)Xt E—'O Xt g—po
T 00 "’ P,—ps. et P(t<toArefe) — Pt < 1)

On en déduit la convergence:

en0 1
PEA, £ < (X, > 0) >~ EO(X,1,1,cy).
X

Posons,

1
[FDL(A: t<{)= p E;O’w)(XtIA 1{z<g))

la loi P} est alors celle du h-processus associé 4 la fonction surharmonique h(y) = y,
yeR . pour le semi-groupe p{®«. Et 'on sait dans ce cas (voir Dellacherie-Meyer [7])
que (Q, Z,(F )i» 0, X, PL) est un processus fortement markovien. ]

La proposition précédente introduit le processus conditionné a rester positif sans
distinguer le cas ou il dérive vers — oo sous P, de celui ot il oscille. Il existe pourtant une
différence notable concernant la durée de vie du processus sous P! qui est finie lorsqu’il
dérive vers — oo sous P, et infinie §’il oscille sous P,. En théorie des h-processus, ceci
revient a dire que lorsque X oscille sous P, la fonction h(y) = y, yeR, est non seulement
excessive mais aussi invariante pour le semi-groupe p{>*=. On le vérifie en remarquant
que dans ce cas {X,1, ., #,},5 o est une martingale positive sous P =), En effet, nous
avons déja remarquéen 1_que {X,, #,},», est une P -martingale et, par application du
théoréme d’arrét, il en est de méme de {X™, #,},.,- En 'absence de saut négatif, le
processus (X[°), o reste positif et sa loi sous P, est la méme que celle de (X, 1, )50
sous P,
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Nous ferons souvent usage de la proposition suivante explicitant le potentiel de
Green du processus (X, P).

PROPOSITION 2 Pour toute fonction f définie sur R ., continue et a support compact,

< ©
‘EL(J f(Xt)dt> = j FOPLz, < OW()dy
0

0
avec,

YWy — Wy —x)l,5,)
xW(y) ’

Pz, <= y>0.

On pose pour la suite Pl(r, < {) = g(x, y).

Preuve Si e désigne 4 nouveau un temps exponentiel indépendant de (X, P,) de
paramétre 1 alors pour tout ¢ >0,

EL( f i e"”f(X,)dt)
(4]

1
= a [Ex(f(Xe/g)Xe/;l{ieﬁ;o})
1
= E—J; [E(f(Xe/c - Kc/e + &e/e + x)(Xe/s - _)ge/s + X.els + x) l{ge/;> —x))'
Connaissant d’aprés le théoréme 1 les lois de X, et de X, — X ., on obtient:

E‘q K (X‘)dt> =2@J w J S+ )=y )Tl dya
)

0 X Jo

—®(e)x 5} u (D
=¢ - f ® O uf (u)du J e*‘”"z—?qs(dz)

0 {(u—x)vo

dont la limite lorsque £] 0 en vertu du théoréme 1 est:

EL(J“’f(L)d:) - % J’w uf (W) — W — x)1,5,,)du.
0 0

11 reste le calcul de Pl(r, < {). Un résultat de Rogers [19] atteste que
P (Il existe t >0 tel que X, > X,_ =X, )=0.

Autrement dit un saut de X ne peut pas avoir lieu & I'instant ol celui-ci atteint son
maximum. Cette derniére propriété, Pabsence de saut négatif et le fait que lim,, , X, =
— oo suffisent & justifier que pour tout y >0, P,—p.s., sur 'ensemble {7, <(} on a
X, =y. Et puisque les relations données en proposition 1 s'¢tendent d’apres
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Dellacherie-Meyer [7] a tout temps d’arrét de la famille (£,),5,, il vient,
P! =lpoox
HEAES O—; X L <o)

PO t, <)

® =

P(T[y—x,co) < T—x)

X =

— y(W(y) - W(y - x)l{yzx})
xW()

d’aprés le résultat (5) rappelé dans la seconde partie. [ ]

Voici comme premiére application, un résultat permettant de fixer les idées sur
Pallure générale de la trajectoire du processus sous P! dans les deux cas qui nous
préoccupent.

COROLLAIRE 2 Sous les mémes hypothéses qu’en proposition 2, on distingue les deux cas
suivants.
Si X oscille sous P alors

PL(X,=x;{=00; lim X, =+ 00; X, > 0, pour tout t >0) = 1.

[andl<o}
Si X dérive vers— oo sous P alors
PLX,=x{<00;X,>0, pour tout 0 <t <{)=1.

Remarques 1_ Par définition de la loi P!, le processus (X, PL) ne posséde que des
sauts positifs tout comme (X, P,). De plus, pour tout ¢ >0, PL(X,> X, )=0.
2_ Dans le cas oscillant, on retrouve pour le processus (X, Pl) les mémes propriétés
trajectorielles que celles du processus de Bessel de dimension 3 et issu de x.

Preuve 1lvient de la définition de P! que P1(X, = x) = 1 et de la proposition 2 que

Pl(t, < {) = lim Pl(r,, <{) = lim oo
nx

n-* oo n—

D’autre part, nous avons déja remarqué que P1({ = c0) = 1 ou 0 suivant que X oscille
ou dérive vers — oo sous P,. '

Enfin, en étendant par densité aux fonctions indicatrices la valeur du potentiel de

Green connue pour toute fonction continue a support compact (proposition 2), on

obtient que pour tout y >0,
, ¢
‘Ex< L ](x.e[o,yl}dt> <t .
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Supposons maintenant que (X, P, ) oscille. Lorsque 0 n’est pas régulier pour (0, co) sous
P, on montre facilement que y est transient (i.e. P}(o, < c0) = 1) et puisque (X, P]) ne
passe qu’un temps fini dans Pintervalle [0, y], il se trouve que Pl — p.s., il existe ¢ > 0 tel
que pour tout s>t on ait X, > y. On conclut que lim, ,  X,= + o0, Pl—ps.

Si 0 est régulier pour (0, co) sous P alors notons L le temps local en y de (X, P]), S
'inverse continu a droite de L et u la mesure des excursions hors de y. Soit R(e) le temps

d’atteinte de (y, co) par une excursion e. Pour tout ¢ > 0 on note e, 'excursion entre S, _

et S, alors,
oo]
E;(J I{Xte[o.ynd’> = E;( > T(y,oo)("r)>
0 t,8;— #S;

= URIE(L,) < + 0.

Donc L, < + o0, Pl—p.s. et y est transient. La conclusion est la méme que dans le cas
ou 0 n’est pas régulier pour (0, «0) sous P. [ ]

Jusqu’ici, nous nous sommes éfforcés de faire le lien entre le conditionnement d’une
mesure de probabilité au sens de la théorie des h-processus et son conditionnement
au sens naturel. Ce lien n’est pas toujours aussi étroit comme le montre 'exemple
suivant. Nous allons associer a certains p.L.s.p. dérivant vers — oo un h-processus
positif et & durée de vie infinie. Ceci pourra alors étre considéré comme une seconde
maniére de conditionner un p.L.s.p. 4 rester positif.

Considérons une loi Q qui fait du processus canonique un p.L.s.p. dérivant vers + co.
On sait qu’alors il existe un unique réel ¢ > O tel que EQ(e“’X 1) = 1. On peut donc définir
la probabilité Q* par la relation:

Q*(A) = Egle™™1,), t>0, Ae#,

Q* est en fait la loi du h-processus associ¢ a la fonction e~ %, yeR qui est harmonique
positive sous Q. On montre alors qu’il s’agit de la loi d*un p.L.s.p. dérivant vers — c0. On
pourra consulter pour ceci les références [8] et [1].

Prenons maintenant P = Q* alors la loi *[P définie par,

*P(A) = E(e™:1,), t>0, AeZ, @®)

est celle d’'un p.L.s.p. dérivant vers + oo et vérifiant ®(0) = q. On dit alors que la loi *P
est obtenue en conditionnant le processus sous P & dériver vers + 0.

Tous les p.L.s.p. (X, P) dérivant vers — oo ne possédent pas cette propriété mais la
construction que nous venons de faire 4 partir de @ montre qu’il en existe certains.
Donnons nous un tel processus (X, [P), on peut le conditionner a rester positif en le
conditionnant d’abord & dériver vers + co comme en (8), puis en effectuant pour ce
nouveau processus le conditionnement vu en (7). On obtient comme ceci la loi,

DOX, _ |

PL(AJ:E?‘”)(W:TIN)’ x>0, t>0, AeZ,
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du h-processus associé a la fonction e®®” — 1, yeR, qui est harmonique positive sous
P©-=) Remarquons que celle-ci a aussi été déterminée par Silverstein [22] comme ['une

des deux seules fonctions harmoniques positives associées & PQ*). La loi P! ainsi
definie posséde alors de toute évidence la propriété suivante,

PL(X,=x;{=o0; lim X, = 4+ 00; X, >0, pour tout t > 0) = 1.

| 2adico)

4. DECOMPOSITION DU PROCESSUS (X, P1) EN SON MINIMUM

Nous entendrons par décomposition en son minimum du processus canonique, la
donnée des deux processus définis sur Q suivants:

{X,,t < p} = X<k, que nous appellerons le processus pré-minimum,

X=X, 120 = Xo0,— X
minimum.

,— que nous appellerons le processus post-

Cette définition n’a d’intérét que lorsque le minimum absolu p est presque slirement
strictement inférieur au temps de vie { ce qui n’est pas vérifié dans le cas ou (X, P1),
x > 0 posséde un temps de vie fini. Nous ne considérerons donc dans toute la suite que le
cas ou (X, PL) est obtenu en conditionnant d rester positifun p.L.s.p. oscillant. En étendant
la décomposition de Williams [24] du processus de Bessel de dimension 3 a (X, Pl)
nous montrerons que le processus pré-minimum posséde la loi du processus de Lévy
initial conditionnellement &4 X, _ et que la loi du processus post-minimum est définie
par la limite en un sens que nous préciserons de P! lorsque x tend vers 0.
Commengons par donner la loi du processus en son minimum dont vont dépendre les
lois des processus pré-minimum et post—-minimum. La seule difficulté concerne le saut
X, — X,_ qui n’existe que lorsque 0 n’est pas régulier pour (0, ) sous P.

PROPOSITION 3 En son minimum, le processus (X, Pl) a le comportement suivant.

1_ Sous Pl, X,_ est uniformément distribuée sur [0,x].

2_ PL(X,=X,_)=15i0 est régulier pour (0, ) sous P> et 0 sinon.

3_ Si 0 n'est pas régulier pour (0, c0) sous P alors le saut X, — X ,_ de (X,P}) en son
minimum est indépendant de X , _, sa loi ne dépend pas de x et est donnée par,

zrn(dz)

P! — =
X, —X,_edz) [Zun(di)

Nous la noterons v(dz).

Preuve 1_ se déduit de la proposition 2,

PI(X,_ <y)=Pl(, < oo)=£, 0<y<x.
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Millar [18] a montré que les processus pré et post-minimum définis précédemment
sont indépendants sous P%* pour tout ¢ > 0 (voir aussi Greenwood-Pitman [12] pour
une approche par la théorie des excursions). Il apparait aussi dans Millar [18] que
P$*(X,# X,_)=0 ou 1 suivant que O est régulier ou non pour (0, c0). Enfin la
convergence établie en proposition 1 de P*(-|X,_ >0) vers P, montre que ces
propriétes restent vraies sous Pl

Il reste & calculer la loi du saut X, — X, _ sous P!. Il découle de I'indépendance des
processus pré et post-minimum que

PYe(X, - X,_eda, X,  >0)=P"(X,— X, ed))P(X,_ > —x).

D’autre part, le théoréme 3.1 de Bertoin [4] entraine que sous P, le premier saut a
travers 0, X, —X_ _, etlesaut a I'instant du minimum, X, — X ,_, ont méme loi.

Enfin, il v1ent dela’ proposmon lquelaloide X, — X,_ sous PT est Ia méme que celle
du premier saut de X a travers 0 sous P. Or on déduit fac11ement du corollaire 2 de

Bertoin [3] que

zn(dz)
o um(du)

Il reste a déterminer les lois de X ok, et X<6, — X ,_ sous P!. Nous verrons que ces
deux processus, dont nous avons déja montré qu’ils sont indépendants (preuve
précédente), sont aussi markoviens. Le premier posséde pour loi de sortie celle de X, _
et 'autre pour loi initiale celle de X, — X,_. La loi du processus pré-minimum
s’obtiendra en calculant la projection duale prévisible de la masse de Dirac en p (c.a.d.
de la mesure dA associée au processus A, = 1 ;). Quant a celle du processus post-
minimum, elle est presque entiérement déterminée par la proposition 4.1 de Millar [18]
qui assure qu’il est fortement markovien et donne son semi-groupe de transition.

Le théoréme de décomposition suivant est le résultat principal de cette section. On 'y
retrouve en particulier la décomposition des processus de Bessel donnée par Williams.

PUX, —~X, _edz)=-——

(0, T[o0c) ~

=v(dz), z=0. [ ]

THEOREME 2 (X, P!) admet en son minimum la décomposition en les deux processus
markoviens et indépendants suivants,

_ le processus pré-minimum X ok , qui, sous PL(-| X ,_ =m),alaloide X °k sousP,,
2_ le processus post-minimum X 0 , — X, qui a pour semi-groupe de transition celui
de (X, P') et pour loi initiale 8,(dz) ou v(dz) suivant que O est régulier ou non pour (0, )
sous P. Nous noterons sa loi P'.
Preuve Pour montrer 1_ il suffit de calculer E{(H ) pour tout processus prévisible
H.Posons 4, =1, , et notons respectivement °4 et A” sa projection optionnelle et sa
projection duale prévisible. On a,

E(A,|F)=PUX, <X, °0,|F)
=PL(X,->¥),x

= ——_-—S=OA
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et

o dX, 1
Pl = -2 X d

s s

On vérifie facilement que {3, #,,t > 0} est une P-martingale locale et puisque A4 est
I'unique processus prévisible tel que °A — A? soit une martingale locale, la projection
duale prévisible de A, est,

5.4

dAr = — ==,

X

s

En I’'absence de saut négatif on a pour tout u < x,
,=inf{s>0: X, =u}

alors par changement de variables,

EL( j HsdAs)=—fEL< j H, —s)
(4] (4] Xs
* du

e [ )

1 x
=—J duE (H, 1, ...
XJo

= EL(EX(HTu)|u=X‘,_ )

ce qui peut encore s’écrire,
EL(H,|X,.=m)=E(H,)
et montre I'identité en loi énoncée en 1_.
Le semi-groupe de transition du processus post-minimum se déduit directement de
la proposition 4.1 de Millar [18],
El(f(Xp+t_Xp—)|Xp+s_Xp—=uaX =a)

p—

uta X, —a

=T[E£+a<rxvt—_sf(xt—s_a)l(t—s<t¢)>
1

= aEu(Xt—sf(Xt—s)l(t—s<to})

=El(f(X,-)),

ou a,ue(0, o) et f est une fonction mesurable et bornée . Quant a sa loi initiale, elle est
évidemment donnée par la proposition 3. |
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Intéressons nous maintenant au comportement de la loi P] lorsque x tend vers 0.
Cette derniére n’a pu étre définie en 1_ que pour x > 0 et nous allons déterminer sa
limite en 0. Ceci constitue une premiére application de la décomposition en le minimum
énoncée au théoréme précédent. Il suffira en effet d’observer que la loi du processus
post-minimum ne dépend pas de x alors que le processus pré-minimum tend a
disparaitre en un certain sens lorsque x tend vers 0. Le résultat suivant établit que la loi
limite cherchée correspond a celle du processus post-minimum, P.

THEOREME 3 Soit {PL,x > 0} la famille de lois construite en conditionnant (X,P,) a
rester positif pour chaque x > 0.

—8i 0 est régulier pour (0, c0) sous P alors {PL, x > 0} converge au sens de Skohorod
vers P! lorsque x |0,

—sinon, pour tout & >0, la loi du processus (X °0,,P) converge au sens de Skohorod
vers celle du processus (X °0,, P') lorsque x | 0.

Preuve Soit (¥, %, P) un espace probabilisé¢ suffisamment grand pour que I'on
puisse y définir un processus Y de loi P, un processus Z de loi P et une variable
aléatoire y uniformément distribuée sur [0, 1] qui soient deux a deux indépendants.

Si Pon pose pour tout x > 0,

Y +x t<p®

*=inf{t > 0.7, = t X*=
p*=inf{ +x=xy} e {Z,_,,x+xy (>t

alors, d’aprés le théoréme précédent, X* a pour loi P! sous P. On vérifie facilement que,

x=0

p*—0, P—ps.

et par conséquent que la loi de X* converge vers celle de Z dans le cas ou 0 est régulier.
Si 0 n’est pas régulier, la limite obtenue n’est pas une loi sur Q mais les mémes
arguments montrent que pour tout ¢ > 0, la loi de X*-0, tend vers celle de Z-0,, W

Remarquons que Bertoin [4] a donné une construction trajectorielle du processus
(X, P") a partir du processus de Lévy initial.

Pour compléter I'étude de la loi P7, il serait bon de préciser la loi d’entrée du
processus (X, P"). Remarquons d’abord que dans le cas ot 0 n’est pas régulier pour
(0, 0) sous P, celle-ci est entiérement déterminée par la loi d’entrée des processus
(X, P), ., et la mesure v qui ne charge que (0, 0). Dans le cas régulier, nous allons la
caractériser par la loi de X, sous P' pour tout ¢ > 0, ce qui fait appel 4 la convergence
établie au théoréme précédent. En effet, reprenons la formule:

—®(g)x © u
ELS(X ) e f ey f (u)duf e P2 ®(e)q,(dz)
0 (

x u—x)v 0

obtenue dans la preuve de la proposition 2 pour tout & > 0 et toute fonction f continue
a support compact. Faisons tendre x vers 0 dans cette expression, on obtient:

FI(f(X.) = f :f(u)d)(e)uqe(du)-



Downloaded by [UQ Library] at 22:49 02 November 2014

14 L. CHAUMONT

PROPOSITION 4 Lorsque Q est régulier pour (0, o) sous P, on a pour tout ¢ > 0:

P(X,,edx) = D(e)xq,(dx), x=0.

5. UNE DESCRIPTION DE LA MESURE D’EXCURSION DU
PROCESSUS REFLECHI X — X

On s’intéresse ici & la description de la mesure n des excursions hors de zéro du
processus X — X lorsque (X, P) vérifie les mémes hypothéses qu’en 4. Une des raisons
qui motivent cette étude est que 0 est régulier pour (— oo, 0) sous P et donc O est régulier
pour lui méme pour le processus X — X. De plus, — X est une fonctionnelle additive
pourle processus X — X qui croit et ne croit que sur 'ensemble des zéros de X — X elle
constitue donc une forme explicite du temps local en 0 de ce processus. Signalons que le
cas de la mesure 71 des excursions du processus X — X a déja été étudié par Bertoin [2].
Dans le cas brownien, la mesure n qui s’identifie par le théoréme de Lévy a la mesure des
excursions positives a déja fait I'objet de plusieurs descriptions. Parmi celles-ci, citons
celle d’Ito et Mc Kean [15] qui identifie n 4 la loi d’'un pont de Bessel de dimension 3
conditionnellement a sa longueur. Un autre exemple est fourni par Williams {24] qui
décompose I'excursion générique X — X en son maximum en deux processus de Bessel
de dimension 3, issus de 0, allant a I’encontre I'un de P'autre et tués lorsqu'’ils atteignent
pour la premiére fois une méme variable aléatoire indépendante. Nous nous inspirerons
dans ce qui suit de la description donnée par Bismut [6] de la mesure dt 1, dn’ sur
R, x Qou V désigne le temps de vie des excursions. Cette mesure se décompose en les
lois de deux processus de Bessel de dimension 3, issus de 0, indépendants, allant aussi a
Pencontre I'un de l'autre et tués lorsqu’ils atteignent pour la derniére fois une méme
variable al€atoire indépendante et distribuée suivant 1,5 ,2da.

Il est facile de voir que lorsque O est irrégulier pour (0, c0), I'excursion générique du
processus X — X possede un saut a l'origine et que conditionnellement a X, = x,
la mesure n est égale a P®*. Nous écartons donc ce cas trivial a partir de
maintenant.

Par conséquent, toute la suite concerne un p.L.s.p. (X, P) oscillant sous 'hypothése que
0 est régulier pour (0, o). Nous aurons a étudier des mesures positives, o-finies, non
nécéssairement bornées, auxquelles on devra étendre les quelques notions €élémentaires
de probabilités suivantes.

Soit m une mesure positive, o-finie sur un espace mesurable (E, &) et (S, %) un espace
métrique muni de sa tribu borélienne.

—On dira qu’une variable aléatoire Y définie sur (E,&) a valeurs dans
(S", B2")n = 1, a pour loi la mesure positive, o-finie « sur S” si pour toute fonction f
borélienne, positive, bornée définie sur S” on a,

Jf(Y)dm= J f(y)dy).
E Ng



Downloaded by [UQ Library] at 22:49 02 November 2014

POSITIVE LEVY PROCESSES 15

—Pour tout Aeé tel que 0 < m(A) < oo et tout Be&, on notera m(B N A)/m(A) par
m(B| 4). On notera aussi m(-, A) la mesure m(B, A) = m(Bn A) et pour toute variable
aléatoire réelle positive Z définie sur (E, &) on notera m(* Z) la mesure m(-Z) = {z* Zdm.

Considérons d’abord la mesure | o dt P! sur R, x Q que les définitions précédentes
permettent d’interpréter comme la loi P7 de X tué en un temps T indépendant et
distribué suivant la mesure de Lebesgue sur R, et introduisions pour tout ¢ >0,

glw)=sup{s<t:X =X,
dw)y=inf{s>nX =X},
G(Cl)) = {gs(w) SER +9 ds(w) # gs(w)}’
ainsi que la transformation #’' définie par,
Ow)=0,(0) — w,_.

Avec ces notations, 1a décomposition en son minimum du processus canonique X sera
représentée par le couple de variables aléatoires (X ok, X <0,,) défini sur Q.

On rappelle que P'* désigne la loi sous P! du processus canonique X tué au temps ¢t et
Pon notera V la durée de vie de I'excursion générique.

THEOREME 4  Sous la mesure (3 dt P* le couple (X <k, X 20, ) a pour loi,

J de“"*‘”’@J‘ dtn'(-,t < V).

] 0

) dt'(,t < V)= detPT"( ; >
JO - ) 0 Xt

Preuve Soient F un processus prévisible, positif et H une fonctionnelle mesurable,
positive alors,

s ds(e)
[E(J thHOk,_gtOG;tdt>=[E< y Fs(a))J Hok,_so();(w)dt>

0 seG(w)

De plus,

= {E( Y F{(w—w),+o,u >0})st(w}Hok,_soH;(w)dt)

seG(w)

— X est le temps local en 0 de X — X. F est donc un processus prévisible pour la
filtration engendrée par X — X et I'expression précédente vaut en vertu dela formule de
Maisonneuve,

[E( j i ﬂ(w)d(—zs))n( J Vm)HokAw)dr) - {E( f mF,,,dy)nUVHok,dt),
(4] o] 0 0

d’ot la loi de (X ok, X o8 ) sous la mesure [§ dtP".
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D’aprés cette derni€re relation, pour tout x >0et 1 >0,

© 0 Vv
[E(J I{Xg‘;_x)e"“'“”"Hok,_gﬁ();tdt)=f l{ny}dyE<J e‘”HOk,dt)
0 0 0
alors,
Vv 1 @
g(f e“‘HOk,dt)=—[E§f"°°)(f dte“("“"’HOk,_ng;t)
0 X 0

® L 1 ’

Enfin, on déduit du théoréme de convergence 3 que

14 @O o
Q(J e“‘HOk,dt>=ET(j dte'“——H k')- [ |
0 0 Xt

On peut considérer abusivement que les lois [P dxP(™ =) et [ dtP'(3;) décrivent le
processus canonique X sous [§dtP* respectivement avant et aprés son minimum.
Toutefois il ne s’agit pas des lois des processus pré-minimum et post-minimum, celles-ci
étant en réalité des mesures qui ne sont pas o-finies. Pour rendre la description du
théoréme 5 plus claire, nous allons exprimer la mesure {3 dtP"(x) en fonction de la loi
de sortie du processus tout comme pour {¥dxP("**). Nous verrons au lemme 2 qu’il
s’agit de (X, P") tué au dernier temps d’atteinte d’une variable aléatoire indépendante et
distribuée suivant la mesure dW(x).

Commengons par définir la loi de (X, P") conditionné a atteindre un état x > O et tué
au dernier temps ou il I'atteint. Une maniére rigoureuse de le faire est d’établir cette loi
comme un h-processus associé¢ a (X, PL), . o.

LEMME |  Pour tout x>0, sous la loi conditionnelle P'(*|1, < ), le processus
canonique X tué au dernier temps ou il atteint x (i.e. X ok ) est fortement markovien avec
pour semi-groupe de transition,

g(z,x)
gy, x)

Q.(y,dz) = pl(ndz), y>0,z>0

et pour état initial 0. Nous noterons P°< [a loi de ce processus.
Rappelons que la fonction g a été définie par g(z, x) = Pl(t, < oo) et a été calculée en
proposition 2.

Preuve Elle repose presque entiérement sur les travaux de Meyer, Smythe et Walsh
[17]. Pour tout x > 0,0, est un temps cooptionnel et {X,, ¢ < o,} est un processus
markovien sous P' qui a d’aprés ([17], théoréme 2.1) pour semi-groupe de transition,

g(z, x)
gy, x)

Q.(y,dz2) = pl(y,dz), y>0,z>0
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(car g(z, x) = Pl(z, < o) = Pl{5, > 0) est la fonction excessive associée au temps 7, ) et
pour loi initiale,

ZWiz) zWi(2)
0 go(dz) + (1 - W) >£,,(dz).

Ici, W, désigne 1a dérivée & droite de W et la quantité zW(z)/ W(z) correspond au calcul

de P'(z, < o).

Le fait de remplacer la loi P’ par la loi P'(-|t, < 00) = P'(-|o, > 0) dans le calcul
effectué en ([17], théoréme 2.1) ne change rien au semi-groupe de transition du
processus X ok, mais on vérifie facilement que sa loi initiale devient (dz). ]

LEMME 2 Sur (Q, %), la mesure |3 dtPV'(3;) prend la forme suivante,

wdtw<;> = j " awx)phes
\[0 Xl 0

Preuve 11 suffit de montrer que pour tout ¢ >0, A€, et h continue a support
compact,

r AW)h(x)PTox(A,) = [ET( f ’ A,oksh(XS) ds).
0 [ Xs

Soient f, f,,..., f,»n fonctions positives, mesurables et bornées telles que f,(d)=0
pour tout ,0<i<net0<t, <t, < - <, =1 alors,

o [ ook L)

s

© WX
=fET(fl(Xn)fAXu)---f,,(x,,,)f ”(Xs)ds)

s

Par application de la propriété de Markov, ceci vaut,

EET(fx(X“)fz(Xn)'--fn(X,n)E}( f mﬂ;‘—s’ds»

s
ou encore, d’aprés la proposition 2,

E <f1 (X)X ) fulX) Jw W(X)dxh—(x—) Py (tx < 00))‘
0

X
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Enfin, compte tenu de I’égalité {t < ¢.,) = {r,°6, < o0} on obtient,

[ o0 P = 0, ), 0, < 0 < )

0o

=Jmh(x)dW(x)[E“’"(fl(Xn)fz(th)“'f,,(th)),

car P'(z, < 00) = xW(x)/W(x). [ |

Remarques 1_ On déduit d’un résultat de Getoor ([11], théoréme 8.1) que la
mesure y déterminée par,

r din(f(X,).t < V)= u(f)

est invariante pour le processus réfléchi X — X. Le théoréme 4 et le lemme 2 montrent
que celle-ci n’est autre que la mesure dW(x) et son invariance pour le processus réfléchi
est mise en évidence par le théoréme 1,3_.

2_ Dulemme 1 et du théoréme 4, on déduit maintenant la loi du couple (X ok

X o6,)
sous la forme,

g8

f dxPC=o) g j AW(y)P"o,

1] 0

ce qui avait déja été calculé dans le cas brownien par Bismut ([6], théoréme 2.16). Voici
un autre prolongement d’un résultat de Bismut ([6], théoréme 1.2), il donne la loi du
processus d’excursion décomposé en un temps distribué suivant la mesure de Lebesgue
sur l'intervalle [0, V(w)].

THEOREME 5 Sous la mesure 1, ¢, <y .,dtn(dw) les processus (¢, w) - weket (t,w)—
we0, définis sur R, x Q sont indépendants conditionnellement a w, et le triplet (w°k,,
w,, @°0,) a pour loi dP""*® dW(x) ® dP® sur Q x R, x Q.

Lorsqu’il a étudié le cas du mouvement brownien, Bismut a tenu compte en plus d’une
relation entre mouvement brownien et processus de Bessel de dimension 3 au moyen du
retournement du temps, ce qui n’est pas vérifié dans notre cas. Plus précisément, il
obtient que la loi du triplet (wok,, w,, @ °k,) est d PT7* @ dW(x) ® dP""~, ot &3 désigne
la trajectoire w retournée en son temps de vie. Ainsi, la loi des excursions du processus
réfléchi n’est plus exprimée qu’en fonction de celle du processus de Bessel.

Preuve Soient H et H' deux fonctionnelles positives, mesurables sur Q et f une
fonction positive, mesurable définie sur R. Par la propriété de Markov de la mesure
d’excursion on a,

j dtn(dw) o<, <y(oyH k(@) f(w,)H * 0 ()
R+ xQ

= J‘ dtﬂ(dw)l(osISV(w)}HOkt(w)f(wt)Egi’m)(H,)~
R+ xQ



Downloaded by [UQ Library] at 22:49 02 November 2014

POSITIVE LEVY PROCESSES 19

Par le lemme 1 et le théoréme 5 ceci est égal a,

Ef(j Hek, f(X)EQ-=(H) %
° X

H

) = r AW (x)EM~(H) f (x) EC-®(H'). =

0

Notons pour terminer une description de la mesure n'1,, ., du processus d’excursion
tué en un temps t < V sous n. En reprenant la preuve du théoréme S, on montre que n’
est une mesure finie sur {t < V'} et vaut pour tout ¢ >0,

/. —ptef
e, t<V)=P <X¢>'

En particulier, on a,
t : px
n(t<V)=lim —x—(r <14) = (1)
x—=0

ou ¢ est une fonction positive définie sur R, dont la transformée de Laplace est donnée

pour tout « > 0 par,
«© 1— —aV
J e “o(t)dt = g(—f—).
o o

Rappelons que t — 7_, est I'inverse du temps local en 0 du processus X — X. Le second
membre se calcule alors par la formule exponentielle de la théorie des excursions (Ito
[14]) et d’aprés (4),
exp(tn(e™ — 1)) = E(exp(—at_,)), t>0
= exp (— tD(a)).

Soit enfin,

* e~atgp(ydr = 2®
J e Fo(t)dt = o

0

COROLLAIRE 3 Pour tout t>0, et toute fonctionnelle H % ,—mesurable définie
sur Q,

t H
nHt<V)=lmE(H|t <1 =__[ETJ(_>.
2] x—0 ( o) oft) X,

Remarque Lorsqu’il s'agit du mouvement brownien, la mesure n'(-|t < V) corre-
spond a la loi du méandre brownien entre 0 et t. Ce résultat s’apparente alors a celui
d’Imhof [13] reliant la loi du méandre brownien & celle du processus de Bessel de
dimension 3 et issu de 0.
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