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1 Introduction.

La propriété de ”scaling” (invariance par changement d’échelle des temps) du mouvement
brownien permet de construire des processus a durée de vie déterministe dont la loi sur

n’importe quel intervalle de temps se déduit de la loi sur un intervalle donné en changeant



simplement 1’échelle des temps. C’est le cas par exemple de l’excursion normalisée, du
méandre ou du pont et de certains autres processus obtenus a partir de la trajectoire brown-
ienne. Ces processus ont été étudiés par un grand nombre d’auteurs parmi lesquels on peut
citer Chung [16], Imhof [21], Vervaat [30], Biane et Yor [8] et [9], Bertoin et Pitman [5], . . .

Nous verrons que rien n’empéche de construire de tels processus relativement a des p.a.i.s.
qui possedent la propriété de scaling (ce que 'on appelle plus simplement des processus
stables). Dans ce cas, I'excursion normalisée et le pont avaient déja été construits comme
la limite de marches aléatoires qui appartiennent au domaine d’attraction d’une loi stable.
Ceci est di en particulier aux travaux de Doney [17], Bingham [10], Liggett [24] et Belkin
[1].

Nous donnerons, dans la troisieme partie, quelques constructions simples de 1’excursion
normalisée et du méandre. Leur loi et leur trajectoire seront ensuite reliées a celles du
processus stable initial conditionné a rester positif. Celui-ci a 'avantage d’étre un processus
markovien homogene par rapport auquel on peut construire ’excursion normalisée et le
méandre et de faciliter ainsi I’étude de ces processus. Nous retrouverons, par exemple, la
relation d’absolue continuité entre la loi du méandre et celle du processus conditionné a
rester positif sur [0, 1] établie par Imhof dans le cas brownien.

Dans la quatrieme partie, nous établirons ’analogue de la transformation de Vervaat
qui consiste, dans le cas brownien, a obtenir la trajectoire de l’excursion normalisée en
intervertissant les parties pré-minimum et post-minimum du pont. Nous verrons que dans
le cas général, cette relation a encore lieu si l'on remplace I'excursion normalisée par le
processus conditionné a rester positif et a revenir en 0 au temps 1. Ces derniers sont égaux
en loi en 'absence de saut négatif et, en particulier, dans le cas brownien.

La majeure partie des résultats de cet article a été annoncée dans la note [15].

2 Préliminaires.

L’espace de Skohorod des trajectoires cadlag a valeurs réelles sera noté D([0,00)). Il sera
muni de sa tribu borélienne F et de sa filtration naturelle (Fs)s>0. La durée de vie d’une

trajectoire w € D(]0, 00)) sera notée ((w). L’étude des processus a durée de vie déterministe,



nécessite d’introduire le sous espace de D([0, 00)) suivant :
D(0,1]) = {w € D(0,00)) : C(w) =1}, £>0.

On note X le processus des coordonnées, 0 I'opérateur shift usuel et k 'opérateur de meurtre
défini par :

Xs(ki(w)) = Xs(w)  si s<t

Xs(kt(w)) =6 sios>t.
(X,IP) désignera un processus stable d’indice o € (0,2] : i.e. sous IP, les accroissements

du processus canonique X sont indépendants et stationnaires et il satisfait la propriété de

scaling (changement d’échelle des temps):
x @ {t7V*X,,, s >0}, pour tout t > 0.

Pour tout = € IR, IP, sera la loi du processus canonique sous IP issu de z, c¢’est a dire :
(X,IP,) := (X+a,IP). Nous notons (p;):>o le semi-groupe de transition du processus (X, IP).

La propriété de scaling est alors équivalente a
pe(x) =tV (1Y) .
Si a # 1 alors I'exposant caractéristique de (X, IP) est donné par la formule
[E(exp(isX1)) = exp(—c|s|*(1 — ifsgn(s) tan(wa/2)))

ou [ est un parametre compris entre -1 et 1, et ¢ est une constante positive. Nous écartons les
subordinateurs de notre étude, ce qui est équivalent a supposer —1 < 3 < 1 lorsque o < 1.
La loi d’un processus stable est donc entierement déterminée, a une constante multiplicative
pres, par deux coefficients: « qui est I'indice de changement d’échelle du processus et  son
coefficient d’asymétrie. Toutefois, nous caractériserons 'asymétrie du processus (X, IP) par
la probabilité

p:=1P(X; >0)

qui a été exprimée par Zolotarev [31] en fonction de « et 3

p= % + (7o)~ arctan(Btan(ma/2)) .



Rappelons que si 0 < o < 1, alors les points sont polaires pour le processus (X, IP), (Kesten

[22]) alors que si 1 < a <2, on a IP(7, < 00) > 0 pour tout x € IR.

Enfin, la construction de ’excursion normalisée et du méandre que nous allons donner a
la section suivante repose sur la mesure des excursions en dehors de 0 du processus X — X
qui est fortement markovien (voir par exemple Bingham [11]). Comme 0 est toujours régulier
pour (—o0,0) pour un processus stable, on déduit que 0 est régulier pour lui-méme pour le
processus X — X. L désignera le temps local en 0 de ce processus normalisé a la maniere
de Silverstein [29], théoreme 8 et n la mesure des ses excursions en dehors de 0. Rappelons
I’expression de la loi du temps de vie des excursions sous n qui a été calculée par Monrad et
Silverstein [28], lemme 3.2 :
n(t < ¢) = D(p) . (1)
Désignons aussi par IP&O’OO) la loi du processus (X, IP,), z > 0 tué lorsqu’il quitte la demi-
droite positive, c’est a dire au temps 7o) = inf {t > 0 : X; < 0} et notons (g)¢>0 son
semi-groupe.
PON(At <€) :=TP, (At < T(_ooy), L>0, AEF;.
La mesure n est markovienne et a pour semi-groupe (g;);>o. Autrement dit, pour toute

fonctionnelle mesurable F':

n(1sF 0 6,1ucq)) = n(IAEBR ™ (F)lucq), t>0, A€F,.

3 Excursion normalisée et méandre.

Pour plus de clarté dans les définitions qui vont suivre nous introduisons sur D([0, 00)) les

fonctionnelles suivantes :
Sy(w)s =t , t>0, weD(0,0)),
siw) <ocoetu>0, Ny(w)=Swymuw).

Ainsi la transformation N, consiste a faire un changement d’échelle des temps tel que si w
est une trajectoire de durée de vie ((w) < +o0 alors N, (w) est une trajectoire de durée de

vie égale a u. Remarquons aussi que :
N, oS =N, pour tout t >0et Nyok, =k oS, sur {u<(<oo}. (2)
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Lorsque (X, IP) désigne un processus de Lévy quelconque, nous avons déja remarqué que
I'identité en loi entre | X|, X — X et X — X n’était plus satisfaite comme dans le cas brownien
ol la notion de processus réfléchi désigne indifféremment 'un de ces trois processus. Nous
verrons que dans le cas général ce sont I’excursion normalisée et le méandre définis a partir des
processus X — X ou X — X qui sont les plus appropriés aux transformations trajectorielles.
De plus, le processus | X| n’est pas markovien des que (X, IP) est asymétrique. Pour ces
raisons, nous travaillerons avec le processus réfléchi en son minimum (i.e. X — X)) plutot
qu’avec | X|, le choix de X — X par rapport a celui de X — X étant arbitraire.

Il découle de 2 et de la propriété de scaling que pour toute fonctionnelle H, mesurable
et bornée :

n(Ho N, |t <¢)=n(HoN,|[1<().

Cette derniere relation montre que la mesure sur D([0, u]) ,u > 0 définie par

IP(B’U)(') Q( o N, |t < Oa t>0

ne dépend pas de t et par conséquent du temps de vie des excursions.
Nous nous intéresserons plus particuliérement au cas ou u = 1 et nous noterons pour

simplifier IP® la mesure P&V,

Nous appellerons loi des excursions normalisées du processus réfléchi X — X la mesure

de probabilité IP\® sur D([0,1]) définie par

n(-o Ny, t <()
n(t <¢)

IPE(.) := , t>0.

Le fait que cette définition ne dépende pas de ¢ montre que IP(®) est une version de la loi

du processus des excursions conditionnées par leur longueur au sens suivant :
n(-) =5 P () n(¢ € du).

Une fois renormalisée, I'excursion est indépendante de sa longueur initiale. C’est ce que
nous allons utiliser a la proposition suivante en construisant a partir du processus (X, IP) la

trajectoire d’un processus de loi IP(©),



Notons respectivement g et d; le dernier zéro avant ¢ et le premier zéro apres ¢ du

processus réfléchi, i.e.

g, = sup{s<t: X;=X,}

d = inf{s>t: X;=X,}.

La premiere assertion est vraie de facon tres générale et se trouve de fagon implicite dans

120].

Proposition 1 Sous IP, conditionnellement a dy — g, = u, le processus {(X — X)g 45, 0 <
- =1
s <dy —g,} apour loi e,

La propriété de scaling entraine que le processus
_ X-X 0<s<1
@ =gy T Mg g 0SS
a pour loi IP©) . Celui-ci est alors indépendant de d, — 9,

Preuve. Soit H une fonctionnelle mesurable et bornée et 6’ 'opérateur défini par 0;(w) :=

0 (w) — w; alors
B(H okg_g 00y) = BEH{(X = X)g4, 0<5<d,—g}))
= IE Xﬂﬂ%@ﬂhxm@&MwJ
€G

H§>t—de)

() 2
- (// n(H[¢ = s) (<6ds>dLu)
B /0 n(H | ¢ = s)IE(L; — Lis<nLy—s) n(C € ds) -

On montre par le méme calcul que
P(d, - g, € ds) = TE(L, — 1oz Ly_y) nlC € ds)

Aprés avoir remarqué que

1
{ (C—lt - gt)l/a (X B X)gﬁr(dt*gt)sj



le résultat s’obtient simplement en écrivant

E(HoNi({(X —X)g +, 0<s<d, —g,})) =
/Oooﬂ(Holeg:s)lP(c_zt—gteds):ﬂ(Holeg:m,

ou la derniere égalité vient de ce que n(H o Ny |( =s)=n(HoN;|[(=1). O

I1 a été montré par Getoor, [20] (voir aussi Chung, [16]) que sous certaines hypotheses
auxquelles satisfait (X, IP), la loi du processus {(X — X)ngrs, 0 <s <d —g,} sachant
t —g, = u correspond a celle de la premiere excursion de longueur supérieure a u > 0.

Celle-ci est donnée pour toute fonctionnelle mesurable et bornée H par
BEH{X -X)g 45, 0<s<di—g,}) [t —g,=u) =n(H[(>u). (3)

Remarquons que cette loi ne dépend pas de t. Dans le cas brownien, la loi de ce processus
arrété en u s’appelle "loi du méandre de longueur u”. Celle-ci possede la méme propriété de
scaling que 'excursion normalisée et est absolument continue par rapport a la loi du pro-
cessus de Bessel de dimension 3. Le méandre brownien intervient aussi dans de nombreuses
transformations trajectorielles entre le pont et I’excursion normalisée. On pourra consulter
'article de Bertoin et Pitman, [5] et celui de Biane et Yor, [9] pour avoir un apercu des
principaux résultats de ce type. Dans le cas stable quelconque, le processus que nous allons

définir a aussi d’importantes applications, (voir [26]).

Nous appellerons loi du méandre de longueur 1 la loi sous IP du processus {(X —X)g 45, 0 <
=t
s <t—g,} sachantt—g =1 out > 1. Cette mesure de probabilité sur D([0,1]) est donnée
par

P () i=n(-0k |1 <). (4)

Comme pour I'excursion normalisée, on peut déduire par scaling de IP™™ une loi sur

D([0, u]) notée P™W

P () = n(-oky|u <)

I3

= n(Hok, 05 [1<()

= B(HONUO]{1’1<C),
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ou la troisieme égalité vient de 2.

Il découle de cette propriété par un calcul analogue a celui fait en proposition 1 que

Proposition 2 Sous IP, le processus

1
{W(X —1)g1+(17g1)s, 0<s< 1}
1

a pour loi IP(™) et est indépendant de 1 — 9,

L’excursion normalisée, le méandre, ainsi que le pont que nous introduirons ultérieurement,
sont des processus markoviens inhomogenes dans le temps. Il est donc difficile d’étudier
directement leurs lois et leurs trajectoires. Nous allons alors représenter ces processus rela-
tivement a un processus markovien homogene construit a partir du processus stable initial et
que 'on appelle processus conditionné a rester positif. Celui-ci a été introduit en [2], [3], [4],
[12] et [13] et correspond au processus de Bessel de dimension 3 dans le cas du mouvement
brownien. Il s’agit d’un h-processus du processus stable tué lorsqu’il sort de la demi-droite

positive associé a la fonction invariante :

h(z) :=1E </oo Lix >—a) dLS) =27, (5)
0 "

ol ¢ est une constante qui dépend de la normalisation du temps local L et ot v = a(1 — p).

La loi du h-processus associé a cette fonction est donnée par

1

73:“/

IPL(A): EC) (X 1 lgeqy) , >0, >0, A€ F. (6)

(X, ]PL)DO est une famille fortement markovienne dont le semi-groupe de transition que

nous noterons
~

y
pi(z,y) = —a(w,y), 2y >0,1>0, (7)

est celui d’un processus semi-stable d’indice v d’aprés 1.

I a été montré en [14], (proposition 1, seconde partie), que la loi de ce processus est la
limite quand ¢ tend vers I'infini de la loi du processus stable conditionné a rester positif sur
I'intervalle de temps [0, ¢] au sens suivant :

Pour tout x > 0,t >0 et A € F,

lim TP (A | X, > 0) = IPL(A) .

§—00



Toujours d’apres [14], (voir aussi [13], théoreme 3), il existe une loi markovienne, que nous
noterons IP', sous laquelle le processus canonique est issu de 0 et a pour semi-groupe (p; );>o.
Cette loi est la limite au sens de Skorohod, lorsque x tend vers 04, de IP], (voir aussi [13]).

On a alors entre IPT et n la relation d’absolue continuité suivante :
IPT(A) = n(h(X)1lp<ey) £ >0, AeF. (8)

La premiere partie de ce lemme est due a Bingham, [10]. La démonstration qui en est
donnée ici présente 'intérét d’obtenir I’équivalent de IP, (X, > 0), lorsque x — 0+, sous une

forme appropriée.

Lemme 1 Soitt > 0 fizé.
1

2_ Pour tout t > 0 et toute fonctionnelle continue, bornée, F;-mesurable H,

lig IEL (1 (X,) ™ H) = IE! (h(X0) " H)

Preuve. 1_Si e est une variable exponentielle de parametre 1 et indépendante de (X, IP)
alors

IP,(T(—c0,0) > €/€) ~ el’ph(:c) , (e —=0+4).

En effet, par la formule de sortie de la théorie des excursions:

==t

IP, (r(sep) > €/€) = B(Xe). > —) = B < /0 Yoty st) (1 — e
ott n(1 — e %) = ¢! d’aprés 1. 1l découle alors des théorémes taubériens que
P, (T(—c00) > 5) ~T(p)'s" 'h(z), (s — +o0).
Par la propriété de scaling, on obtient alors que

P, (X, 2 0) = Po(riwegy > 1) ~ T(0) " h(a) =t < Oh(a), (x— 0.

2_ La convergence des lois IP; vers IP! lorsque z tend vers 0 ne suffit pas car A~ n’est

pas une fonction bornée.



Il a été montré en [14], (proposition 2, seconde partie), qu’il existe une suite de processus
Z* qui converge IP] — p.s. (pour la topologie de Skohorod) vers un processus Z tels que sous
IPX7 pour tout x > 0, Z* a pour loi IPQTC et Z a pour loi IPT.
D’autre part, la premiere partie du lemme entraine que
lim [E[(A(Z7)7") = lmIEL(h(X,)™)
1
= lim —IP,(T(_000) > 1
2 h(z) (T(~o0.0) )
= u((> ) =T (X)) = EI(h(Z) ).

Puisque h(ZF)~! est une suite de v.a. positives qui converge IP] — p.s. vers h(Z,)™!, celle-ci
converge alors dans L.

Enfin, on a
Ei(h(Z}) " H(Z") = h(Z,) ' H(Z))
= EJ((h(Z)™" = h(Z))H(Z") + H(2))) + Ei(W(Z) " H(Z*)) — E{(WZ]) H(Z)).
Par le théoréme de convergence dominée, IE|(h(Z,) " H(Z%)) tend vers IE!(h(Z,) " H(Z))
lorsque z tend vers 0. Et d’apres la convergence de h(ZF)™! vers h(Z;)~! dans Ly, le terme
E((h(ZF)™" = h(Z) V) (H(Z") + H(Z))) tend vers 0 et le terme IE|(h(ZF)"'H(Z)) tend
vers IEL(h(Z,) ' H(Z)). O

Le théoreme suivant est I’analogue de certaines relations de Durret-Iglehart-Miller et
d’Tmhof [21] qui ont été rappelées dans le cas brownien par Biane et Yor [9], théorémes 3 et
5. La premiére partie est une relation d’absolue continuité entre IP™ et la loi du processus
(X,TP") tué au temps 1. Ceci nous permet, en second lieu, de justifier que la loi IP™ du
méandre est celle du processus (X, IP) tué au temps 1 et conditionné a rester positif sur

l'intervalle de temps [0, 1].

Théoréme 1 La loi du méandre sur [0,1] admet les deuz représentations suivantes :

1_ Pour toute fonctionnelle bornée et Fi-mesurable F,
P)(F) = B (T(p)h(X,) *F)
2_ Pour toute fonctionnelle continue, bornée et Fi-mesurable H,

P (H) = lim £, (H | X, > 0) .
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Preuve. D’aprés la définition 4,
P (H) = n(H |1 < ¢),
puis par 8 et 1,

P(H) = E' (2l < Oh(X1))™ H)
= E'(T(p)h(X1)7"H) .

D’autre part, d’aprés 6,

h(z)
E,(H|X,>0)=——2"—1(h(X;)'H).
La seconde partie est alors une conséquence du lemme précédent. O

La proposition suivante indique d’une part que la loi IP(™ correspond a celle du processus
(X,IPT) tué au temps 1 et conditionné & étre égal & son minimum futur au temps 1. Plus
précisément, la trajectoire du méandre est obtenue en normalisant la trajectoire du processus
(X,TP") tué au dernier temps d’atteinte du minimum futur avant un temps fixé ¢t > 0. Pour

tout ¢ > 0, définissons : X :=infe>; X et g, = sup {s<t: X,= és}

Théoréme 2 Le méandre peut étre construit a partir du processus (X, IPT) comme suit :

1_ Pour toute fonctionnelle bornée et Fi-mesurable F,
P (F) = lii%IET(F | X1 —X, <e).

2_ Sous IPT, conditionnellement a 9, = t, t <1, le processus {Xs,0 < s < gl} suit la loi
IP™Y définie en 4. La propriété de scaling entraine que cette loi est aussi celle du processus

{gl_l/an s, 0<s <1} sous IP" et que ce dernier est indépendant de g,
= =1 =

Preuve. 1_ Soient F' € bF; et € > 0 alors

1 X /X 1—€/X1,1
ET(F’X1—£1§€)=ET (F (X, /X1€[l—¢/X1,1]} )

IPT<£1/X1 € {1 - E/Xh 1])

La variable X /X, est indépendante de JF; et sa loi est déterminée par IPT((él/Xl) > 1) =

(1 — 2)"1z<1y. En effet, si m désigne le temps d’atteinte du minimum absolu, alors d’apres
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la propriété de Markov appliquée au temps 1,

E'(Flix /xza)) = E(FLx,c0/x)>0)
= E'(FIPY,(Xn > 2y),_y,))

= IET(F)(l _ aj)a(l—p)l{xg} 7

ol la derniere égalité vient de la loi de X,, sous IP!, # > 0 déterminée en [13], théoreme 2.

En appliquant ceci et la propriété de Markov au temps 1, on obtient

(E/Xl)’yl{eSXl} + ]‘{GZXl} )
IET((G/Xl)Wl{egxl}) +1IP(e > X))

EN(F|X, - X, <¢) =1 (F
D’autre part, Monrad et Silverstein [28], (3.18) ont montré que
n(X; <e, 1<)~ (cste) - et (e = 04).
Nous en déduisons via 8 que
IPT(X, <€) ~ (cste) - T (€ —0+),
et puisque v < 1+ «, on a,
liminf I8/ (F| X, - X, < ) > EN(X; "I (1/X7) ' F) = B/ (D(p)h(X,) ' F).

Il vient de 1 et 8 que IET(I'(p)h(X1)~™") = 1. Alors en remplacant F par 1— F dans I'inégalité
précédente, on obtient :
limsup IBN(F | X; — X, <¢) <IE/(X"EN(1/X])"'F) = EN(D(p)h(X1)'F) .
e—0 —
On conclut alors grace au théoreme précédent.

Pour montrer 'assertion 2_, rappelons, (comme cela a déja été remarqué en [13], section 3)
que I'ensemble des zéros du processus X — X est régénératif et que, par conséquent, 'on
peut construire sur cet ensemble un temps local que nous noterons L ainsi qu’une mesure
de sortie de 0 au sens de Maisonneuve, [25], notée n. Soit H un processus F;-prévisible. La
projection duale prévisible du temps local L sur la filtration canonique a été calculée en [13],

prop. 1, et d’apres ce résultat, on a

El(Hg ) = I (/01 Ha(l—s <) dés>
_ E ( 01 Hh(X)) 'a(l — s < ) ds> .
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Nous pouvons alors écrire, en vertu de 3 et du théoréme précédent
El(Hg ) = /0 PO (Ho)n(1 — s < Q)n(s < ¢)ds.
Nous avons ainsi montré que sous IP', conditionnellement & g, = t, t <1, le processus
(X, 0<s<g )P

alaloi du méandre de longueur t. Le reste se déduit aisément de la propriété de scaling.

On déduit du résultat de Millar [27] qu’un processus stable qui possede des sauts négatifs

ne rampe pas vers le bas, c’est a dire que pour tout x < 0, IP(XT( < z) = 1. Ceci a

—00,2)
pour conséquence que le processus X sous IP n’atteint un nouveau minimum que par des
sauts presque surement. L’excursion générique du processus X — X se termine alors presque
toujours par un saut et il en va évidemment de méme pour I'excursion normalisée. Cette
derniere a donc une trajectoire sur [0, 1) issue de 0 et dont la valeur de sortie est strictement
positive. Une telle description fait penser a la trajectoire du méandre de longueur 1. Nous

allons montrer, en effet, que conditionnellement & leur valeur de sortie, les processus (X, IP(®))

et (X, IP™) ont méme loi.

Théoréme 3 Supposons que le processus (X, IP) ait des sauts négatifs, alors la loi IP®) est
absolument continue par rapport & la loi IP(™) :

Pour tout t < 1 et tout A € F,
IPE(A) = TP (e3X,%1,),

ot c3 est une constante de normalisation.
On en déduit que les processus (X,IP©) et (X,IP™) ont méme loi conditionnellement a

leur valeur de sortie :

PO X, =2)=PM(.|X,_=2), 2>0.

On entend ici par valeur de sortie la limite a gauche de ces processus au temps 1. Nous
nous permettons cet abus de langage car par définition, I'excursion normalisée prend tou-

jours la valeur 0 au temps 1 alors qu’en ce qui concerne le méandre : IP™(X; = X;_) = 1.
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Preuve. Soient t < 1 et A € F,. Rappelons la caractérisation de la loi IP() que nous

avions donnée a la section 2.1 :

IPE(A) = limn(Af1<C<1+¢).

Py (1 oy <
E(A|1SC§1+€) = Q<1A1{1<<} Xl(T( 70)—€)>

n(l<(¢<1l+e

El In IPx (T(coo0) <€)
MX)n(1<(¢<1l+4e€)) '

D’autre part, Bingham [10], théoréeme 4a a montré que si v < 1 (condition équivalente au

fait que (X,IP) posséde des sauts négatifs) alors

IP(X, < —x) ~ (cste) - ta™®, (x — 400),

ce qui entraine

IP,(T(—00) < €) ~ (cste) - ex™™, (e —0). (4)

Il vient de I'expression de la loi de ¢ sous n que
n(l <{<14¢€) ~(cste)-e, (e = 0). (i)

Soit maintenant € > 0 alors

1 P _ <
n(A, {X1>e’}|1§§§1+e)=w< A X, (T(-00) _e)>

— 1 o
WXy MR <<1+e)

et IPT —p.s.,

1{X1>e’}IPX1 (T(—oo,O) < 6) < IP6’<T(—00,0) < 6) .

I1 découle alors de (i), (i) et du théoreme de convergence dominée de Lebesgue que

1 P o) < 1 _
lim IE' <7A X (T-oo0) < E)> =1IE! (ﬁl{xlxz}(CSte)Xl a) :

1 o
—0  \h(X;) TPl <i<1+e (X
Nous avons établi que

1a

n(A, {X; >} ¢=1)=1IE! (m

Lix,>e) (cste)Xf“)

d’on 'on déduit, en faisant tendre €’ vers 0 et par convergence monotone que

IPE)(A) = IE' ( (cste)Xl_o‘> = P (1 (cste) X; @) .

i)
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Nous noterons ¢, la constante de normalisation.

Remarquons que cette identité n’est vraie que pour t < 1 car, comme nous ’avons déja
remarqué, X; = 0, IP(® —p.s. alors que X; > 0, IP(™ —p_s. Toutefois, il vient de sa définition
que le méandre ne possede presque stirement pas de saut au temps 1, nous pouvons donc
écrire

IPE(A) = POV (1xc, X %) .

Enfin, on a pour toute fonction borélienne et positive g,

P(1ag(X1-)) = PEOIPE(1, | X1 )g(X1))
= PU(IPO(14 | X1-)g(Xi-)ea X19)

= PP (15| X1 )g(X1-)ea X1%) .

On tire de ceci que IP™) —p.s., TP (1, ]| X;_) = IP® (1, | X;_) ce qui entraine la seconde

partie de la proposition. O

4 Une extension de la transformation de Vervaat.

Dans cette section, nous allons présenter une relation trajectorielle entre le processus con-
ditionné & revenir en 0 au temps 1 sous IP et le méme processus sous IP'. Dans chacun des
deux cas, ces processus seront appelés des ponts. Rappelons (voir par exemple Fitzsimmons,
Pitman et Yor [19]) que, sous IP, le pont de I'état 0 a lui-méme de longueur ¢ est une loi sur
D([0,¢]) définie sur chaque tribu Fs, s <t par

pt—s(_Xs)
p(0)

1l est connu que (X, 1P ,) est un processus fortement markovien dont la loi est une version

P! o(A) := IE ( 1A> L ANeF,. (9)

réguliere de la loi conditionnelle IP(.| X; = 0). En particulier, IP{ o(Xo = 0, X, = 0) = 1.

Cette loi correspond aussi a la limite
IPho(-) = im P(- [0 < X, < ). (10)

(voir Bertoin [6], ch. VIII). C’est d’ailleurs a cette représentation de la loi du pont que
nous allons faire référence dans la suite. Signalons aussi une construction trajectorielle du

pont lorsque 0 est non polaire, c’est a dire quand o > 1 : soit g; le dernier zéro avant 1 du
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processus X, alors il est démontré en [14] que sous IP le processus suivant a pour loi ]Pé’0 et
est indépendant de g,
{o0r /"X, 0< s <1}

Remarquons enfin que la loi du pont de longueur ¢ > 0 quelconque se déduit de celle du pont
de longueur 1 simplement par scaling.

Nous introduisons maintenant la loi du pont sous IP' de 0 & 0 dont la définition formelle
donnée en [19] pose un probleme car le semi-groupe P (x,y) introduit en 7 n’est pas défini
pour x = y = 0. En fait, nous allons définir cette loi comme celle du processus canonique
sous IP! conditionné & revenir en 0 au temps t.

Désignons par (j)i~o la loi d’entrée sous la mesure n, (i. e. pour tout ¢ > 0, j; est la

fonction définie par
n(f(X)Leqy) = [ F(@)isla) do

ou f est une fonction borélienne et bornée quelconque.) D’apres [28], lemme 3.2, pour tout
t >0, ji(x) = tr~1/oLj (t7og). Pour tout ¢ > 0, j, est une fonction intégrable. De
plus, celle-ci appartient a L*°. En effet, on vérifie facilement que pour tout = > 0 et pour
A-presque tout y > 0, (A étant la mesure de Lebesgue), ¢;(x,y) < pi(z,y). D’autre part, par
définition de ji, on a ji(y) = [o° js(2)gi—s(x, y) dx pour A-presque tout y > 0. Le résultat est
alors une conséquence du fait que p; est une fonction bornée.

*

Précisons que dans tout ce qui suit, tout ce qui est marqué d’une

processus dual (X*,IP) = (=X, IP).

se rapporte au

Lemme 2 Soit t > 0 fixé alors pour tout s <t et A € Fi,

: - s(Xs
61_1)%1_‘_ IPT(A | 0 S Xt S 6) = IET <1Act%>

= n(laci_o(Xs), s <¢),
ot ¢y = (t/2)" "V (f5° 71 (y)ii (y) dy) "
Preuve. D’apres la propriété de Markov appliquée au temps s,

1
IPT(A | Xt S 6) = mET(lAIPE(S (Xt—s S 6))
t >

= 1 ‘ h(x)
Ereri <1A o Xs)qt—st,x)) dz.
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Or, d’une part, d’apres Monrad et Sylverstein [28], (3.18) :
/Oe h(z)ji(x) dx ~ c; '™ (e — 04).
D’autre part, on déduit du lemme 1, 2_ que pour toute fonction continue et bornée f,
Tim L(h(X) (X)) = B (A(X,) (X)),

et donc, d’apres 8,

dm [T = [ i)y

Soit par dualité,

lim /OOO f(y)M dy = /OOO fW)ii(y) dy-

0 (o)
Par le théoreme des classes monotones, cette convergence s’étend aisément a toute fonction
f borélienne et bornée, (i.e. les fonctions y — ¢;(z,y)/h*(x) convergent faiblement dans L;

vers y — j; (y) lorsque x tend vers 0). Il découle de ceci que

. (X, 7) [ @iy, )

lim IE" (1 L = 1 IPT(A| X, = —_—

o0 (Ah(XS)h*(x) A Jy A=) = dy
(

— dim [TPIALX, = ) ) Y
Jm Jy AN = i) =T Ay

_ /O TP X, = ) )i () dy

_ Jt—s(X5)
- v ()

Cette convergence et le fait que h*(x)/h(x) = z® permettent alors de conclure que

/06 IE! <1A iz) qt_s(Xs,:L’)> dr ~ @ HIE! <1AM> . (e — 04),

h(X) h(X)
et

: s (X
Eli}l(l)’l+ IPT(A | 0 S Xt S 6) == ]]'__CT <1AC{%) .

J (%)
(X

Le calcul de la constante ¢, vient alors de I'égalité IE! ( ) = 1 considérée pour

s =t/2 et de la propriété de scaling sous IP'. O

Nous appellerons loi du pont sous IP" de longueur ¢ et valant 0 au temps ¢ la mesure de
probabilité sur D([0, ¢]) définie par :

PY(A) = IE! <1Act X

),s<t,A€.7:s. (11)
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De méme que sous IP, la loi du pont sous IP! de longueur ¢ > 0 peut se déduire de celle du

pont de longueur 1 par scaling.

Remarque 1 Il est facile de vérifier que lorsque (X,IP) n’a pas de saut négatif, la loi IP&(I]
est égale a la loi IP'®) d’une excursion normalisée. D’une maniére générale, on peut montrer

que IP(T)ZO est la loi d’une excursion normalisée et conditionnée a mourir en 0 au sens suivant :
1 .
Pho() = lim PO |0 < X;_ <e).
0,0
e—0+

Nous allons maintenant établir I'analogue de la transformation de Vervaat [30], pour
des processus stables. Dans le cas brownien, celle-ci consiste a obtenir la trajectoire d’une
excursion normalisée par une interversion des parties pré et post-minimum d’un pont de
longueur 1. La loi de l'excursion normalisée correspond alors a IP(% et, d'une maniere
générale, pour des processus stables, cette identité n’a lieu qu’en 'absence de saut négatif.
Toutefois, comme nous allons le montrer, une relation telle que celle de Vervaat a toujours
lieu entre les ponts (X, 1P ) et (X, IP/g). Enoncons des maintenant ce résultat. On rappelle

que m désigne l'unique temps d’atteinte du minimum absolu du pont (X, IP}LO).

Théoreme 4 Soient IlF’(lh0 et IP(T):(I) les lois définies respectivement en 9 et 11.

1_ Sous la loi IP(lw, m est uniformément distribué sur [0, 1], le processus
{Xintt (mod1) — Xim, 0 <t <1}

suit la loi IP(T]j(I) et est indépendant de m.
2_ Inversement, si U est une variable indépendante de (X, ]P(T):(l)) et uniformément distribuée

sur [0,1] alors, sous IP(T)Z(l), le processus
{Xvst (moa1ny —Xv, 0t <1}
suit la loi IP&O.

Nous allons reprendre les arguments de la démonstration qu’a donné Biane en [7] dans le
cas du mouvement brownien. Ainsi, nous n’allons pas prouver ce résultat directement sous les
mesures IP(1)70 et IP&(I) qui ont pour inconvénient d’étre des lois markoviennes non homogenes.
La preuve qui suit consiste a "randomiser” le temps de vie des processus (X, IP(ILO) et (X, IP&(I])

de fagon a les rendre homogenes.
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Figure 1: Relation entre pont sous IP et pont sous IP!.

Rappelons, comme cela a été montré par Silverstein [29], que la fonction A/, (dérivée de
h), est harmonique pour le semi-groupe (¢;);>0. La loi du h-processus associé a cette fonction

est définie comme nous 'avons fait pour IP! en 6 par

P (At <) = O (W (X )algey), 2 >0, t>0, AEF.

1
h'(x)
Cette loi a été introduite en [13] ou il est montré qu’elle correspond au processus (X, IP,)

conditionné & mourir en 0.

Lemme 3 Soit H, un processus prévisible, alors

E (/OOO H, dLs) _ /0°° EN(He(w — 2)) B (2)dz .

Preuve. On rappelle que 7 désigne I'inverse continu a droite du temps local en 0 du processus
réfléchi par rapport a son minimum et que 7 est la mesure des excursions en dehors de 0 du
processus réfléchi par rapport & son maximum, X — X, sous IP.

11 vient de la propriété d’invariance par retournement du temps du processus (X, IP) que,

sous IP, les processus {X; — Xg , 0<s<g } et {X5 — X5, 0<s<t—7,} sont égaux
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en loi. Alors, pour toute fonctionnelle mesurable et bornée F' et pour tout A > 0,

o (/°° e F({X; — Xog-, 0< 5 <t—73,}) dt)
0

00y
- IE</0 e M Qt)F({XS—th,0§3<gt})dt>.

En appliquant la formule de sortie de Maisonneuve a chacun des deux membres de cette

égalité, on obtient

IE(/OOO ¢ ds)ﬁ(/ocF({X(ts), 0<s< t})dt)
= IE(/OOOF({Xu—XIS,O§u<zs})d$>ﬂ</o<e)‘Sds> ,

d’ou l'on tire que

]E</OOOF({Xu—XS,O§u<s})dLS> :ﬁ</<F({X(ts),O§s<t})dt> .

0

Le second membre de cette expression s’exprime
¢ ¢
mn </ F({X(t_s)_, 0<s< t}) dt) =T (/ F(Qg—t({X((—s)— ,0<s< C})) dt)
0 0
¢
= ([ FOdx- 0 <5 <)

_ /OOO A(F(0,({X(c—s)—, 0< s < C}), t < O)dt.

\
Notons, d’autre part, 7 la loi sous 7 du processus retourné {X_5_, 0 < s < (}. Alors,

d’apres la propriété de Markov en t sous cette mesure et le lemme 3 de [13],

/OOOW(F(Qt({X(C_S)_,O§5<(})),t<§)dt - /OOO%(Foet,t<C)dt
- /Ooo%(IE)\Q(F),t<C)dt

= [TEME) [Tm(Xedn, t< Ot
0 0

Enfin, grace a 5, et par dualité, on montre que

/OO%(Xtedx,t<§)dt:/ooﬁ(Xtedx,t<§)dt:h’(x)da:,
0 0

ce qui permet de conclure. O

Introduisons maintenant la mesure g, h-transformée de la mesure n par la fonction A/,
(At <) =n(al(Xy)ljcq), t>0, AeF,.
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Il est facile de vérifier que cette expression définit une mesure markovienne de semi-groupe

W(y)
h'(x)

qt(x7y)7 t207 T, Z/>O
Autrement dit, pour toute fonctionnelle mesurable F":
BIAF 00 1pcy) = p(IAER (F)ljeqy), t>0, A€F,.

D’autre part, le temps de vie du processus canonique sous cette mesure est presque stirement
fini. La remarque précédente et le lemme suivant permettent de considérer la loi p ainsi
définie comme celle de ’excursion en dehors de 0 du processus réfléchi X — X conditionnée

A mourir en 0.

Lemme 4 Pour tout t > 0, la loi IP&B est une version réguliere de la loi conditionnelle

Q( ‘ C = t); i.e.,

Pho(A) = p(A|¢=1), s<t, NeF,.

Preuve. 1l suffit de noter d’une part que pour tout > 0, on a

| dt@ydt = 1w,

(ceci vient de I'expression du potentiel sous n* déterminée en [29], (3.3)). D’autre part, par

définition de p et d’apres 8 :
p(t < ¢) = E'(K (X)) /(X)) = a(l - p)EN (X )tV

Ainsi, pour tout s >0 et A € F; on a

[Pl det <) =

— IET

/N 7N
=

S e
NI

e

3

.

T*
w

—~~

s

N—

QL

~

~

(Xs)
“h@»)
= Q(A’ s < C)»

ou la derniere égalité vient de 8 et de la définition de g . O

Preuve du théoreme. Donnons nous F' un processus prévisible, positif et borné et H une
fonctionnelle mesurable positive et bornée. Nous allons calculer de deux manieres différentes

la limite lorsque € tend vers 0 de I'expression:

« IP(|X
/O (1 2t€|<E)E(th(w—wgt)Hokt_gtoe’gt]|Xt| <e)dt.
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Utilisons d'une part la relation 10 de convergence de la probabilité conditionnelle IP(. | | X;| <
€) vers la loi IP&O d’un pont de longueur t. Par le théoreme de convergence dominée et puisque

lim, o IP(|.X;| < €)/2e = p(0), on a

o IP(|X,
lim M]E(Fg (w— wgt) Ho kt_gt o % || Xy| < €)dt =

e—0.Jo 2e Zt

/0 ]PB’O(th (w— wgt) Ho kt‘ﬁt o Q'Qt)pt(O) dt .
D’autre part, en appliquant d’abord Fubini puis la formule de sortie de Maisonneuve, il vient

~ IP(|X
/ wE(Fg (W—wg ) Hokig o ||X,| <€) dt =
0 = = = P

N———

0 1
IE ( 0 % gt(w — WQt) H o kt,gt o elﬂtl{|xgt+X1*Qtoelgt‘<E} dt
oo ] ¢ ,
IE / —Fy(w — w) st <ey ALy / Hoky(w)ds| | =
0 2e ° 0
¢ 1 oo
n ( —IE (/ Fy(w — wy) 1{|wt+w/<€}st> H o ky(w') ds) )
0 2e 0 *
w' désigne ici 'intégrant associé a la mesure n. Par le lemme 3, nous avons alors
¢ 1 o0
n ( S ([ R = ) LragcqdLe ) H o k(o)) ds>
0 2e 0

n (/OC 2% /ng|<e IE> (Fp(w))W () do H o ky(w') ds) :

Et par un argument de convergence dominée, on obtient, en faisant tendre e vers 0 :
y N ¢ N\
n / W(X)EY (F)H o kds) = g / By (F)H ok, ds
0

0
¢
- @</ Hokngoesds> ,
0

ou la derniere égalité vient de la propriété de Markov de la mesure 1.
Enfin, conditionnant par la durée de vie dans chacune de ces expressions, on déduit que

pour presque tout ¢ > 0,

t
P} o(Fy, (w0 = wg JH o kg 08y) = [ a(H ok 00| =1)ds

0
t

= | PPhY(H ok Fy00.)ds.
0

Puis, grace a la propriété de scaling, ceci est vrai pour ¢t = 1, ce qui établi le théoreme. O
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Il existe un autre lien trajectoriel entre les ponts (X,IPj,) et (X, IP&%) qui est une
conséquence du lemme 3.7 de Bertoin, [6]. Dans cet article, il est montré que pour tout
t > 0 fixé, le processus post-minimum de (X,IP*) a méme loi que le processus obtenu en
juxtaposant les excursions positives de (X, IP) avant ¢. De plus, le retourné du processus
pré-minimum a méme loi que le processus obtenu en juxtaposant les excursions négatives de
(X,IP) avant t.

Posons
t t
A:_ :/0 1{Xs>0} dS et At_ :/0 1{X5§0} dS,

et notons ™ (resp. a~) U'inverse continu a droite de A* (resp. A™). Les processus obtenus

en juxtaposant les excursions positives et négatives sont définis respectivement par

0<s<-

X'(t) = (X. + > (xo<op X + 1{X5>0}Xs_—)) (a™ (1))

XHt) = (X. — Y (Lxo<op XJ_ + 1{X5>0}Xs_—)) (@™ (1)) -

0<s<:
Notons enfin respectivement X et X le processus post-minimum et le processus pré-minimum
du processus canonique.

Le résultat de Bertoin s’énonce ainsi,

Théoréme 5 (Bertoin) Supposons que (X,IP) désigne un processus de Lévy quelconque.

Pour tout t > 0, les couples (X, —X) et (X1, X*t) ont méme loi sous P .

Comme conséquence du théoreme précédent, nous obtenons alors la transformation suiv-

ante.

Corollaire 1 Soit (X,IP) un processus stable quelconque. Sous la loi IP(l)VO, le processus Y

défini par

Yoo = X, 0<t<
y T7t
a pour loi IPyy.

Signalons que cette transformation a déja été remarquée dans le cas brownien par Bertoin

et Pitman, [5], théoreme 5.3. D’autre part Knight, [23], et, dans un article plus récent,
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Fitzsimmons et Getoor, [18] ont montré que le minimum du pont de longueur 1 d’un pro-
cessus de Lévy (vérifiant des hypotheses tres générales) et son temps passé positif, sont
uniformément distribués sur [0, 1]. Dans le cas stable, ceci est une conséquence du corollaire

précédent.
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